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Prefacio

iBienvenida/os al manual de Estadistica!

Este libro es una introduccién a la Estadistica basica y el cdlculo de probabilidades para
alumnos de grados de ciencias e ingenierias.

Este libro se complementa con los siguientes recursos:

e Coleccién de problemas resueltos
e Practicas de Estadistica con R
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1 Introduccion a la Estadistica

1.1 La estadistica como herramienta cientifica

1.1.1 ;Qué es la estadistica?

Definicién 1.1 (Estadistica). La estadistica es una rama de las matematicas que se
encarga de la recogida, andlisis e interpretaciéon de datos.

El papel de la Estadistica es extraer informacién de los datos para adquirir el conoci-
miento necesario para tomar decisiones.
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Figura 1.1: Propésito de la Estadistica

La estadistica es imprescindible en cualquier disciplina cientifica o técnica donde se
manejen datos, especialmente si son grandes volimenes de datos, como por ejemplo en
Fisica, Quimica, Medicina, Psicologia, Economia o Ciencias Sociales.

Pero, spor qué es necesaria la Estadistica?

1.1.2 La variabilidad de nuestro mundo

El cientifico trata de estudiar el mundo que le rodea; un mundo que esté lleno de varia-
ciones que dificultan la determinacion del comportamiento de las cosas.

La estadistica actiia como disciplina puente entre la realidad del mundo y los modelos
matematicos que tratan de explicarla, proporcionando una metodologia para evaluar las
discrepancias entre la realidad y los modelos teéricos.

Esto la convierte en una herramienta indispensable en las ciencias aplicadas que requieran
el analisis de datos y el diseno de experimentos.



1.2 Poblacién y muestra

1.2.1 Poblacién estadistica

Definicién 1.2 (Poblacién). Una poblacion es un conjunto de elementos definido por
una o mas caracteristicas que tienen todos los elementos, y sélo ellos. Cada elemento de
la poblacién se llama individuo.

Definicién 1.3 (Tamano poblacional). El nimero de individuos de una poblacién se
conoce como tamano poblacional y se representa como V.

Ejemplo 1.1. En unas elecciones generales a la presidencia del gobierno, la poblacién
serian todos los individuos del estado con derecho a voto. En el estudio de una enferme-
dad, la poblacién seria todas las personas que tienen la enfermedad. Y en un proceso
de control de calidad en la fabricaciéon de un farmaco, la poblacién estaria formada por
todos los farmacos que se producen en la fabrica.

A veces, no todos los elementos de la poblacién estan accesibles para su estudio. Entonces
se distingue entre:

e Poblaciéon Tedrica: Conjunto de elementos a los que se quiere extrapolar los
resultados del estudio.
o Poblaciéon Estudiada: Conjunto de elementos realmente accesibles en el estudio.

Ejemplo 1.2. En el caso del estudio de una enfermedad, la poblacién teérica seria todas
las personas que contraigan la enfermedad, incluso si atin no han nacido, mientras que la
poblacion estudiada se limitaria al niimero de personas enfermas que realmente podemos
estudiar (obsérvese que incluso quedarian fuera las personas enfermas pero de las que
no podemos conseguir informacion).

1.2.2 Inconvenientes en el estudio de la poblacién

El cientifico estudia un determinado fenémeno en una poblaciéon para comprenderlo,
obtener conocimiento sobre el mismo, y asi poder controlarlo. Pero, para tener un cono-
cimiento completo de la poblacién es necesario estudiar todos los individuos de la misma.
Sin embargo, esto no siempre es posible por distintos motivos:

« El tamano de la poblacién es infinito, o bien es finito pero demasiado grande.

e Las pruebas a que se someten los individuos son destructivas.

e El coste, tanto de dinero como de tiempo, que supondria estudiar a todos los
individuos es excesivo.



1.2.3 Muestra estadistica

Cuando no es posible o conveniente estudiar todos los individuos de la poblacién, se
estudia sélo una parte de la misma.

Definicién 1.4 (Muestra). Una muestra es un subconjunto de la poblacién.

Definicién 1.5 (Tamano muestral). Al niimero de individuos que componen la muestra
se le llama tamano muestral y se representa por n.

Habitualmente, el estudio de una poblacién se realiza a partir de muestras extraidas de
dicha poblacion.

Generalmente, el estudio de la muestra sélo aporta conocimiento aproximado de la po-
blacién. Pero en muchos casos es suficiente.

1.2.4 Determinacion del tamaino muestral

Una de las preguntas mas interesantes que surge inmediatamente es: jcudntos individuos
es necesario tomar en la muestra para tener un conocimiento aprorimado pero suficiente
de la poblacion?

La respuesta depende de varios factores, como la variabilidad de la poblacién o la fiabi-
lidad deseada para las extrapolaciones que se hagan hacia la poblacion.

Por desgracia no se podra responder hasta casi el final del curso, pero en general, cuantos
més individuos haya en la muestra, mas fiables seran las conclusiones sobre la poblacién,
pero también serd mas lento y costoso el estudio.

Ejemplo 1.3. Para entender a qué nos referimos cuando hablamos de un tamano mues-
tral suficiente para comprender lo que ocurre en la poblacion, podemos utilizar el si-
guiente simil en que se trata de comprender el motivo que representa una fotografia.

Una fotografia digital estd formada por multitud de pequefios puntitos llamados pixels
que se dispone en una enorme tabla de filas y columnas (cuantas mas filas y columnas
haya se habla de que la foto tiene més resolucién). Aqui la poblacién estaria formada
por todos y cada uno de los pixeles que forman la foto. Por otro lado cada pixel tiene un
color y es la variedad de colores a lo largo de los pixels la que permite formar la imagen
de la fotografia.

¢ Cudntos pixeles debemos tomar en una muestra para averiguar la imagen de la foto?

La respuesta depende de la variabilidad de colores en la foto. Si todos los pixels de la
foto son del mismo color, entonces un sélo pixel basta para desvelar la imagen. Pero, si la
foto tiene mucha variabilidad de colores, necesitaremos muchos mas pixels en la muestra
para descubrir el motivo de la foto.
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La imagen siguiente contiene una muestra pequena de pixeles de una foto. ;Puedes
averiguar el motivo de a foto?

Figura 1.2: Muestra pequefia de pixeles de una foto.

jCon una muestra pequenia es dificil averiguar el contenido de la imagen!

Seguramente no has podido averiguar el motivo de la fotografia, porque en este caso el
nimero de pixeles que hemos tomado en la muestra es insuficiente para comprender toda
la variabilidad de colores que hay en la foto.

La siguiente imagen contiene una muestra mayor de pixeles. ;jEres capaz de adivinar el
motivo de la foto ahora?

11



Figura 1.3: Muestra mayor de pixeles de una foto.

jCon una muestra mayor es posible desvelar el motivo de la foto!

Y aqui esta la poblaciéon completa.
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Figura 1.4: Poblacién de pixeles de una foto.

Lo importante es que jNo es necesario conocer todos los pixeles para averiguar la imagen!

1.2.5 Tipos de razonamiento

Asi pues, habitualmente realizaremos el estudio de la poblacién a partir de muestras y
luego trataremos de extrapolar lo observado en la muestra al resto de la poblaciéon. A
este tipo de razonamiento que saca conclusiones desde la muestra hacia la poblacién se
le conoce como razonamiento inductivo.

13
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Deduccion

Muestra

Figura 1.5: Tipos de razonamiento.

e Caracteristicas de la deduccion: Si las premisas son ciertas, garantiza la certeza de
las conclusiones (es decir, si algo se cumple en la poblacién, también se cumple en
la muestra). Sin embargo, jno aporta conocimiento nuevo!
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o Caracteristicas de la induccion: No garantiza la certeza de las conclusiones (si algo
se cumple en la muestra, puede que no se cumpla en la poblacién, asi que jcuidado
con las extrapolaciones!), pero jes la inica forma de generar conocimiento nuevo!

La estadistica se apoya fundamentalmente en el razonamiento inductivo ya que utiliza la
informacién obtenida a partir de muestras para sacar conclusiones sobre las poblaciones.
A diferencia del razonamiento deductivo que va de lo general a lo particular, o en nuestro
caso de la poblacién a la muestra, el razonamiento inductivo no garantiza la certeza de
las conclusiones, por lo que debemos ser cuidadosos a la hora de generalizar sobre la
poblacion lo observado en al muestra, ya que si la muestra no es representativa de la
poblacién o contiene sesgos, las conclusiones pueden ser erréneas.

1.3 Muestreo

Definicién 1.6 (Muestreo). El proceso de seleccién de los elementos que compondran
una muestra se conoce como Mmuestreo.

I[](img/introduccion /muestreo.svg” alt=“Muestreo” width="“500px”>

Para que una muestra refleje informacién fidedigna sobre la poblacién global debe ser
representativa de la misma, lo que significa que debe reproducir a pequenia escala la
variabilidad de la poblacién.

El objetivo es obtener una muestra representativa de la poblacion.

1.3.1 Modalidades de muestreo

Existen muchas técnicas de muestreo pero se pueden agrupar en dos categorias:

e Muestreo Aleatorio: Eleccién aleatoria de los individuos de la muestra. Todos
tienen la misma probabilidad de ser elegidos (equiprobabilidad).

e Muestreo No Aleatorio: Los individuos se eligen de forma no aleatoria. Algunos
individuos tienen mas probabilidad de ser seleccionados que otros.

Sélo las técnicas aleatorias evitan el sesgo de seleccién, y por tanto, garantizan la repre-
sentatividad de la muestra extraida, y en consecuencia la validez de las conclusiones.

Las técnicas no aleatorias no sirven para hacer generalizaciones, ya que no garantizan
la representatividad de la muestra. Sin embargo, son menos costosas y pueden utilizarse
en estudios exploratorios.
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1.3.2 Muestreo aleatorio simple

Dentro de las modalidades de muestreo aleatorio, el tipo més conocido es el muestreo
aleatorio simple, caracterizado por:

e Todos los individuos de la poblacién tienen la misma probabilidad de ser elegidos
para la muestra.

e La seleccién de individuos es con reemplazamiento, es decir, cada individuo selec-
cionado es devuelto a la poblacién antes de seleccionar al siguiente (y por tanto
no se altera la poblacién de partida).

e Las sucesivas selecciones de un individuo son independientes.

La tnica forma de realizar un muestreo aleatorio es asignar un nimero a cada individuo
de la poblacién (censo) y realizar un sorteo aleatorio.

1.3.3 Variables estadisticas

Todo estudio estadistico comienza por la identificacién de las caracteristicas que interesa
estudiar en la poblaciéon y que se mediran en los individuos de la muestra.

Definicién 1.7 (Variable estadistica). Una wvariable estadistica es una propiedad o ca-
racteristica medida en los individuos de la poblacion.

Los datos son los valores observados en las variables estadisticas.

Estatura = 1.68 mt

Color de peloY |
= castano na
Rmr

b v
@& Peso = 61 kg

Figura 1.6: Variables estadisticas.
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Estas caracteristicas pueden ser de distintos tipos de acuerdo a su naturaleza y su esca-
la:
Variables cualitativas o atributos: Miden cualidades no numéricas. Pueden
ser:
— Nominales: No existe un orden entre las categorias.
Ejemplo: El color de pelo o el sexo.
— Ordinales: Existe un orden entre las categorias. Ejemplo: El nivel de estudios
o la gravedad de una enfermedad.

Variables cuantitativas: Miden cantidades numéricas. Pueden ser:

— Discretas: Toman valores numéricos aislados (habitualmente niimeros ente-

ros).
Ejemplo: EI nimero de hijos o el nimero de coches en una familia.

— Continuas: Pueden tomar cualquier valor en un intervalo real.
Ejemplo: El peso o la estatura.

Las variables cualitativas y discretas se conocen también con variables categoricas y sus

valores categorias.

Variables estadisticas

Qualitativas Cuantitativas
Nominales Ordinales Discretas Continuas
Color de pelo Nivel de estudios ~ Ntmero de hijos Estatura
Sexo Calificacion Ntmero de coches Peso
Estado civil Talla deropa Numero de asignaturas Edad
Ejemplos '

Figura 1.7: Tipos de variables estadisticas.

1.3.3.1 Eleccion del tipo de variable mas apropiado

En ocasiones una caracteristica puede medirse mediante variables de distinto tipo.

Ejemplo 1.4. Si una persona fuma o no podria medirse de diferentes formas:

o Fuma: si/no. (Nominal)
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o Nivel de fumador: No fuma / ocasional / moderado / bastante / empedernido.
(Ordinal)

o Numero de cigarros diarios: 0,1,2,... (Discreta)
En estos casos es preferible usar variables cuantitativas a cualitativas. Dentro de las

cuantitativas es preferible usar las continuas a las discretas y dentro de las cualitativas
es preferible usar ordinales a nominales pues aportan mas informacién.

Nominales Ordinales Discretas Intervalo Ratio

Figura 1.8: Cantidad de informacién de los tipos de variables estadisticas.

De acuerdo al papel que juegan en el estudio las variables también pueden clasificarse
€omo:

e Variables independientes: Variables que supuestamente no dependen de otras
variables en el estudio. Habitualmente son las variables manipuladas en el experi-
mento para ver su efecto en las variables dependientes. Se conocen también como
variables predictivas.

e Variables dependientes: Variables que supuestamente dependen de otras varia-
bles en el estudio. No son manipuladas en el experimento y también se conocen
como variables respuesta.

Ejemplo 1.5. En un estudio sobre el rendimiento de los alumnos de un curso, la inteli-
gencia de los alumnos y el niimero de horas de estudio diarias serian variables indepen-
dientes y la nota del curso seria una variable dependiente.

1.3.4 Tipos de estudios estadisticos

Dependiendo de si se manipulan las variables independientes existen dos tipos de estu-
dios:

o Experimentales: Cuando las variables independientes son manipuladas para ver
el efecto que producen en las variables dependientes.

Ejemplo 1.6. En un estudio sobre el rendimiento de los estudiantes en un test, el pro-
fesor manipula la metodologia de estudio para crear dos o més grupos con metodologias
de estudio distintas.
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e No experimentales: Cuando las variables independientes no son manipuladas.
Esto no significa que sea imposible hacerlo, sino que es dificil o poco ético hacerlo.

Ejemplo 1.7. En un estudio un investigador puede estar interesado en el efecto de fumar
sobre el cdncer de pulmén. Aunque es posible, no seria ético pedirle a los pacientes que
fumasen para ver el efecto que tiene sobre sus pulmones. En este caso, el investigador
podria estudiar dos grupos de pacientes, uno con céncer de pulmén y otro sin céncer, y
observar en cada grupo cuantos fuman o no.

Los estudios experimentales permiten identificar causas y efectos entre las variables
del estudio, mientras que los no experimentales s6lo permiten identificar relaciones de
asociacién entre las variables.

1.3.5 La tabla de datos

Las variables a estudiar se mediran en cada uno de los individuos de la muestra, obte-
niendo un conjunto de datos que suele organizarse en forma de matriz que se conoce
como tabla de datos__.

En esta tabla cada columna contiene la informacion de una variable y cada fila la infor-
macién de un individuo.

Ejemplo 1.8. La siguiente tabla contiene informacién de las variables Nombre, Edad,
Sexo, Peso y Altura de una muestra de 6 personas.

Nombre Edad Sexo Peso(Kg) Altura(cm)
José Luis Martinez 18 H 85 179
Rosa Diaz 32 M 65 173
Javier Garcia 24 H 71 181
Carmen Lépez 35 M 65 170
Marisa Lépez 46 M 51 158
Antonio Ruiz 68 H 66 174

1.3.6 Fases del analisis estadistico

Normalmente un estudio estadistico pasa por las siguientes etapas:

1. El estudio comienza por el diseno previo del mismo en el que se establezcan los
objetivos del mismo, la poblacion, las variables que se mediran y el tamafio muestral
requerido.
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2. A continuacion se seleccionara una muestra representativa del tamano establecido
y se mediran las variables en los individuos de la muestra obteniendo la tabla de
datos. De esto se encarga el Muestreo.

3. El siguiente paso consiste en describir y resumir la informacién que contiene la
muestra. De esto se encarga la FEstadistica Descriptiva.

4. La informacién obtenida es proyectada sobre un modelo matematico que intenta
explicar el comportamiento de la poblacién y el modelo se valida. De todo esto se
encarga la Fstadistica Inferencial.

5. Finalmente, el modelo validado nos permite hacer predicciones y sacar conclusiones
sobre la poblacién de partida con cierta confianza.

1.3.6.1 EIl ciclo estadistico

— vV

%?g’ﬁ X $2 &

Muestra Medidas Resumen

Descriptiva

Vil 3 ihegh 1
‘ Prediccion
V!

Poblacion Modelo

Figura 1.9: El ciclo estadistico.
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2 Estadistica Descriptiva

La estadistica descriptiva es la parte de la estadistica encargada de representar, analizar
y resumir la informacién contenida en la muestra.

Tras el proceso de muestreo, es la siguiente etapa de todo estudio estadistico y suele
consistir en:

1. Clasificar, agrupar y ordenar los datos de la muestra.
2. Tabular y representar graficamente los datos de acuerdo a sus frecuencias.

3. Calcular medidas que resuman la informacién que contiene la muestra (estadisticos
muestrales).

1 Interpretacién

No tiene poder inferencial, por lo que nunca deben sacarse conclusiones sobre la
poblacién a partir de las medidas resumen que aporta la Estadistica Descriptiva.

2.1 Distribucion de frecuencias

El estudio de una variable estadistica comienza por medir la variable en los individuos
de la muestra y clasificar los valores obtenidos.

Existen dos formas de clasificar estos valores:

e Sin agrupar: Ordenar todos los valores obtenidos en la muestra de menor a mayor.
Se utiliza con atributos y variables discretas con pocos valores diferentes.

o Agrupados: Agrupar los valores en clases (intervalos) y ordenar dichas clases de
menor a mayor. Se utiliza con variables continuas y con variables discretas con
muchos valores diferentes.

21



2.1.1 Clasificacion de la muestra

Consiste colocar juntos los valores iguales y ordenarlos si existe un orden entre ellos.

Figura 2.1: Clasificacién de la muestra.
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2.1.2 Recuento de frecuencias

Recuento

frecuencias

Figura 2.2: Recuento de frecuencias

2.2 Frecuencias muestrales

Definicién 2.1 (Frecuencias muestrales). Dada una muestra de tamano n de una varia-
ble X, para cada valor de la variable x; observado en la muestra, se define

o Frecuencia Absoluta n,: Es el nimero de veces que el valor x; aparece en la
muestra.
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o Frecuencia Relativa f;: Es la proporcién de veces que el valor x; aparece en la
muestra.

o Frecuencia Absoluta Acumulada N;: Es el nimero de valores en la muestra
menores o iguales que z;.
Ny=ny+-+n; =N +ny

o Frecuencia Relativa Acumulada F;: Es la proporcién de valores en la muestra
menores o iguales que z;.

2.2.1 Tabla de frecuencias

Al conjunto de valores observados en la muestra junto a sus respectivas frecuencias se le
denomina distribuciéon de frecuencias y suele representarse mediante una tabla de
frecuencias.

Valores Frecuencia Frecuencia Frecuencia Absoluta Frecuencia Relativa
de X Absoluta Relativa Acumulada Acumulada
Ty ny J1 Ny F
Z; U i N; F;
Lk ny, Ix N, F

Ejemplo 2.1 (Variable cuantitativa y datos no agrupados). El nimero de hijos en 25
familias es:

1,2,4,2,2,2,3,2,1,1,0,2,2,0,2,2,1,2,2,3,1,2,2,1, 2

La tabla de frecuencias del nimero de hijos en esta muestra es

n; fi N; F;

7
2 0.08 2 0.08
6 024 8 0.32

xl

0

1

2 14 0.56 22 0.88
3 2 008 24 0.96
4 1 004 25 1
2
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Ejemplo 2.2 (Variable cuantitativa y datos agrupados). Se ha medido la estatura (en
cm) de 30 universitarios obteniendo:

179, 173, 181, 170, 158, 174, 172, 166, 194, 185, 162, 187, 198, 177, 178, 165, 154, 188,
166, 171, 175, 182, 167, 169, 172, 186, 172, 176, 168, 187.

La tabla de frecuencias de la estatura en a esta muestra es

L n; i N F;
150, 160 2 0.07 2 0.07
160,170 8 0.27 10 0.34

( ]
( |
(170,180] 11 0.36 21 0.70
( ]
( ]

180,190 7 0.23 28 0.93
190,200, 2 0.07 30 1

ST 30 1

2.2.2 Construccidon de clases

Cada intervalo de agrupacién de datos se denomina clase y el centro del intervalo se
llama marca de clase.

A la hora de agrupar los datos en clases hay que tener en cuenta lo siguiente:

e El nimero de intervalos no debe ser muy grande ni muy pequefio. Una regla orien-
tativa es tomar un nimero de intervalos préximo a \/n o log,(n).

e Los intervalos no deben solaparse y deben cubrir todo el rango de valores. Es
indiferente si se abren por la izquierda y se cierran por la derecha o al revés.

o El valor méas pequeifio debe caer dentro del primer intervalo y el mas grande dentro
del ltimo.

Ejemplo 2.3 (Variable cualitativa). Los grupos sanguineos de una muestra de 30 per-
sonas son:

A, B, B, A, AB, 0,0, A, B,B, A, A, A, A, AB, A, A, A, B, 0, B, B, B, A, A, A, 0, A,
AB, 0.

La tabla de frecuencias del grupo sanguineo en esta muestra es

Ly 1y /i
0 5 0.16
A 14 0.47
B 8 0.27
AB 3 0.10

ST 30 1
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Advertencia

Obsérvese que en este caso las frecuencias acumuladas no tienen sentido al no existir
un orden entre los valores de la variable.

2.3 Representaciones graficas

La tabla de frecuencias también suele representarse graficamente. Dependiendo del tipo
de variable y de si se han agrupado o no los datos, se utilizan distintos tipos de graficos:

e Diagrama de barras
o Histograma
e Diagrama de lineas o poligonos.

e Diagrama de sectores.

2.3.1 Diagrama de barras

Un diagrama de barras consiste en un conjunto de barras, una para cada valor o
categoria de la variable, dibujadas sobre unos ejes cartesianos.

Habitualmente los valores o categorias de la variable se representan en eje X, y las
frecuencias en el eje Y. Para cada valor o categoria se dibuja una barra con la altura
correspondiente a su frecuencia. La anchura de la barra no es importante pero las barras
deben aparecer claramente separadas unas de otras.

Dependiendo del tipo de frecuencia representada en el eje Y se tienen diferentes tipos
de diagramas de barras.

En ocasiones se dibuja un poligono, conocido como poligono de frecuencias, uniendo
mediante segmentos los puntos mas altos de cada barra.

Ejemplo 2.4. El diagrama de barras que aparece a continuacién muestra la distribucién
de frecuencias absolutas del nimero de hijos en la muestra anterior.
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1

Frecuencia

a1
[

0 1 2 3 4
Hijos

Y a continuacién se muestra el poligono de frecuencias.

10-
8
(8]
c
(]
=]
(8}
2
L 5-
0-
1 1 1
0 2 4
Hijos

El diagrama de barras que aparece a continuacién muestra la distribucion de frecuencias
relativas del nimero de hijos en la muestra anterior.
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Frecuencia Relativa
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1 1 1 1

0 1 2 3 4
Hijos

El diagrama de barras que aparece a continuacién muestra la distribucion de frecuencias
absolutas acumuladas del nimero de hijos en la muestra anterior.

25-

o 20"
e]
<
E
S 15'
Q
@
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g
S 10-
=]
(8}
o
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,. R

0 1 2 3 4
Hijos

Y el diagrama de barras que aparece a continuaciéon muestra la distribucion de frecuencias
relativas acumuladas del niimero de hijos en la muestra anterior.

28



1.00-

0.75-
0.50-
0.25- I
0.00- -
' ' ' ' '

0 1 2 3 4
Hijos

Frecuencia relativa acumulada

Finalmente, el tltimo diagrama muestra el poligono de frecuencias relativas acumuladas.

1.00-

o

~

ol
1

Frecuencia relativa acumulada
o o
N 4l
(63} o

0.00-

2.3.2 Histograma

Un histograma es similar a un diagrama de barras pero para datos agrupados.
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Habitualmente las clases o intervalos de agrupacién se representan en el eje X, y las
frecuencias en el eje Y. Para cada clase se dibuja una barra de altura la correspondiente
frecuencia. A diferencia del diagrama de barras, la anchura del la barra coincide con la
anchura de las clases y no hay separacion entre dos barras consecutivas.

Dependiendo del tipo de frecuencia representada en el eje Y existen distintos tipos de
histogramas.

Al igual que con el diagrama de barras, se puede dibujar un poligono de frecuencias
uniendo los puntos centrales mas altos de cada barra con segmentos.

Ejemplo 2.5. El siguiente histograma muestra la distribucién de frecuencias absolutas

de las estaturas.
0- - II-

1 1 1 1 1 1
150 160 170 180 190 200
Estatura

Frecuencia

El siguiente histograma muestra la distribuciéon de frecuencias relativas con el poligono
de frecuencias.
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El poligono de frecuencias acumuladas (absolutas o relativas) se conoce como ojiva.

Ejemplo 2.6. El histograma y la ojiva siguientes muestran la distribucién de frecuencias
relativas acumuladas de estaturas.

1.00-

0.75-

0.50-

Frecuencia relativa acumulada

0.00-

150 160 170 180 190 200
Estatura

Obsérvese que en la ojiva se unen los vértices superiores derechos de cada barra con



segmentos, en lugar de los puntos centrales, ya que no se consigue alcanzar la frecuencia
acumulada correspondiente a la clase hasta que no se alcanza el final del intervalo.

2.3.3 Diagrama de sectores

Un diagrama de sectores consiste en un circulo divido en porciones, uno por cada valor
o categoria de la variable. Cada porcién se conoce como sector y su angulo o area es
proporcional a la correspondiente frecuencia del valor o categoria.

Los diagramas de sectores pueden representar frecuencias absolutas o relativas, pero
no pueden representar frecuencias acumuladas, y se utilizan sobre todo con atributos
nominales. Para atributos ordinales o variables cuantitativas es mejor utilizar diagramas
de barras, ya es mas fécil percibir las diferencias en una dimensién (altura de las barras)
que en dos dimensiones (dreas de los sectores).

Ejemplo 2.7. El diagrama de sectores siguiente muestra la distribuciéon de frecuencias
relativas de los grupos sanguineos.

Distribucion de los grupos sanguineos

AB 109 B 26.67%
0

2.3.4 La distribucion Normal

Las distribuciones con diferentes propiedades presentan formas distintas.

Ejemplo 2.8 (Distribucién de los ingresos familiares).
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Distribucion de ingresos familiares en USA

0.009-
©
=
I
o
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0.000 - IIIIIIIIIIIIII.I-
100 150 200

Ingresos anuales (miles de $)

Ejemplo 2.9 (Distribucién de la edad de fallecimiento).
Distribucion de la edad de fallecimiento de hombres australiar

0.03-

100

o

o

N
1

Frecuencia relativa

o

o

=
1

0
Edad de faIIeC|m|ento

Ejemplo 2.10 (Distribucién del tiempo de espera del metro).
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Distribucion del tiempo de espera del metro.

0.06 -

Frecuencia relativa
o
o
D

o

o

N
1

Tlempo de espera (m|n)

0.00-

Ejemplo 2.11 (Distribucién del tiempo de llegada de clientes a un restaurante).

Distribucion del tiempo de llegada de clientes a un restaurante

1 1
10 20

Tiempo

0.10-

0.05-

Frecuencia relativa

0.00-

Las distribuciones con forma de campana se presentan muy a menudo en las variables
biologicas.

Ejemplo 2.12 (Distribucién del peso de los hombres).
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Distribucion del peso de los hombres

0.03-

(4]
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60 90 120
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Ejemplo 2.13 (Distribucion de la estatura de las mujeres).

Distribucion de la estatura de las mujeres

: |‘|““|‘|

0.00-

©

o

S
[

Frecuencia relativa

140 160 180
Estatura (cm)

Ejemplo 2.14 (Distribucion de la estatura segun el sexo).
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Distribucion de estaturas segun sexo

@ 0.04-
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S
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IIIII I

150 175 200
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Ejemplo 2.15 (Distribucién de la estatura de hombres y mujeres).

Distribucion de estaturas de hombres y mujeres
0.04-

1é0 1%5

200

Frecuencia relativa
(@]
(@]
N

o

o

e
1

Estatura (cm)

Ejemplo 2.16 (Distribucion del colesterol).
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Distribucion del colesterol

0.020 -

£ 0.015-
- II“ ‘ll
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120 160 200 240
Colesterol (mg/dl)

Iva

Frecuencia relat
o
o
'_\
o

Ejemplo 2.17 (Distribucién de notas).
Distribuciéon de notas de Estadistica

2.5 5.0 7.5 1

Nota

0.3-

o
N
1

Frecuencia relativa
o
HIR
1

0.0-

0.0 0.0

La distribucién con forma de campana aparece tan a menudo en la Naturaleza que se
conoce como distribucion normal o distribucion gaussiana.
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Gauss bell

Figura 2.3: Campana de Gauss.
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2.4 Datos atipicos

Uno de los principales problemas de las muestras son los datos atipicos, que son valores
de la variable que se diferencian mucho del resto de los valores en la muestra.

&‘ “
Dato Atipico

Figura 2.4: Dato atipico.

Es muy importante detectar los datos atipicos antes de realizar cualquier analisis de los
datos, pues suelen distorsionar los resultados.

Aparecen siempre en los extremos de la distribucién, y pueden detectarse con un diagra-
ma de caja y bigotes (tal y como veremos mds adelante).

2.4.1 Tratamiento de los datos atipicos

Cuando trabajemos con muestras grandes, los datos atipicos tienen menor influencia y
pueden dejarse en la muestra.

Cuando trabajemos con muestras pequenas tenemos varias opciones:

e Eliminar el dato atipico si se trata de un error.

e Sustituir el dato atipico por el menor o el mayor valor de la distribuciéon que no es
atipico si no se trata de un error y el dato atipico no concuerda con la distribucién
tedrica.

e Dejar el dato atipico si no es un error, y cambiar el modelo de distribucién teérico
para adecuarlo a los datos atipicos.
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2.5 Estadisticos muestrales

La tabla de frecuencias sintetiza la informacién de la distribuciéon de valores de la va-
riable estudiada en la muestra, pero en muchas ocasiones es insuficiente para describir
determinados aspectos de la distribucién, como por ejemplo, cudles son los valores més
representativos de la muestra, como es la variabilidad de los datos, qué datos pueden
considerarse atipicos, o cémo es la simetria de la distribucién.

Para describir esos aspectos de la distribucién muestral se utilizan unas medidas resumen
llamadas estadisticos muestrales.

De acuerdo al aspecto de las distribuciéon que miden, existen diferentes tipos de estadis-
ticos:

Estadisticos de Posicion: Miden los valores en torno a los que se agrupan los datos o
que dividen la distribucién en partes iguales.

Estadisticos de Dispersién: Miden la heterogeneidad de los datos.

Estadisticos de Forma: Miden aspectos de la forma que tiene la distribucién de los
datos, como la simetria o el apuntamiento.

2.6 Estadisticos de posicién

Pueden ser de dos tipos:

Estadisticos de Tendencia Central: Determinan valores alrededor de los cuales se
concentran los datos, habitualmente en el centro de la distribuciéon. Estas medidas suelen
utilizarse como valores representativos de la muestra. Las mas importantes son:

e Media aritmética
e Mediana
e Moda

Estadisticos de Posicién no centrales: Dividen la distribucion en partes con el mismo
numero de datos. Las méas importantes son:

e Cuartiles.
e Deciles.
o Percentiles.
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2.6.1 Media aritmética

Definicién 2.2 (Media aritmética muestral x). La media aritmética muestral de una
variable X es la suma de los valores observados en la muestra dividida por el tamano
muestral

2T

n

T =

A partir de la tabla de frecuencias puede calcularse con la féormula

_ > oxn,
T = # = szfz

En la mayoria de los casos, la media aritmética es la medida que mejor representa a la
muestra.

Advertencia

No puede calcularse para variables cualitativas.

Ejemplo 2.18 (Datos no agrupados). Utilizando los datos de la muestra del niimero de
hijos en las familias, la media aritmética es

1+2+4+2+2+2+3+2+1+1+0+2—|—2+

v 25
n O+24+2+14+2+2+3+1+24+2+1+2 _ 44 — 176 hijos.
25 25
o bien, desde la tabla de frecuencias
Li My fi g wf
0 2 0.08 0 0
1 6 024 6 0.24
2 14 056 28 1.12
3 2 0.08 6 0.24
4 1 0.04 4 0.16
> 25 1 44 1.76

n, 44
7= Eizn‘ = 5 = L76hijos =) a.f; = 1.76 hijos.

Esto significa que el valor que mejor representa el niimero de hijos en las familias de la
muestra es 1.76 hijos.
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Ejemplo 2.19 (Datos agrupados). Utilizando los datos de la muestra de estaturas, la
media es

1 1
T = [ 1733(—; + 187 = 175.07 cm.

o bien, desde la tabla de frecuencias utilizando las marcas de clase z;:

X Ti T4 fi xin,; T fi
(150,160] 155 2 0.07 310 10.33
(160,170] 165 8 0.27 1320 44.00
(170,180] 175 11 0.36 1925 64.17
(180,190] 185 7 0.23 1295 43.17
(190,200} 195 2 0.07 390 13

> 30 1 5240 174.67

> xmn; 5240

- o = \T46Tem 7= > a,f; =174.67 cm.

Obsérvese que al calcular la media desde la tabla de frecuencias el resultado difiere
ligeramente del valor real obtenido directamente desde la muestra, ya que los valores
usados en los calculos no son los datos reales sino las marcas de clase.

2.6.1.1 Media ponderada

En algunos casos, los valores de la muestra no tienen la misma importancia. En este caso
la importancia o peso de cada valor de la muestra debe tenerse en cuenta al calcular la
media.

Definicién 2.3 (Media ponderada muestral z,,). Dada una muestra de valores x4, ..., z,,
donde cada valor z; tiene asociado un peso p;, la media ponderada muestral de la variable
X es la suma de los productos de cada valor observado en la muestra por su peso, dividida

por la suma de todos los pesos

7 o= > LiD;
P Zpi

A partir de la tabla de frecuencias puede calcularse con la férmula

i = > T,

P Zpi
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Ejemplo 2.20. Supodngase que un estudiante quiere calcular una medida que represente
su rendimiento en el curso. La nota obtenida en cada asignatura y sus créditos son

Asignatura  Créditos Nota

Matematicas 6 5
Economia 4 3
Quimica 8 6

La media aritmética vale

>r; 5+3+6
n 3

T = = 4.67 puntos.

Sin embargo, esta nota no representa bien el rendimiento académico del alumno ya que
no todas las asignaturas tienen la misma importancia ni requieren el mismo esfuerzo
para aprobar. Las asignaturas con més créditos requieren mas trabajo y deben tener
més peso en el calculo de la media.

Es maés logico usar la media ponderada como medida del rendimiento del estudiante,
tomando como pesos los créditos de cada asignatura

T —inpi—5'6+3.4+6'8—@—5 untos
PT Sy, 64448 18 o PmeR

2.6.2 Mediana

Definicién 2.4 (Mediana muestral Me). La mediana muestral de una variable X es el
valor de la variable que esta en el medio de la muestra ordenada.

La mediana divide la distribucién de la muestra en dos partes iguales, es decir, hay
el mismo numero de valores por debajo y por encima de la mediana. Por tanto, tiene
frecuencias acumuladas N,;, = n/2y Fy;, = 0.5.

Advertencia

No puede calcularse para variables nominales.

Con datos no agrupados pueden darse varios casos:

e Tamafo muestral impar: La mediana es el valor que ocupa la posicién "7“

e Tamafo muestral par: La mediana es la media de los valores que ocupan las posi-
3 n n
ciones 5y 5 + 1.
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X =Estatura

e @8R
™ QR

R
T L3
= 2

Figura 2.5: Célculo de la mediana con datos no agrupados.

::{#exm-mediana-datos-no-agrupados} Utilizando los datos del ntimero de hijos de las
familias, el tamano muestral es 25, que es impar, y la mediana es el valor que ocupa la

posicion % = 13 de la muestra ordenada.

0,0,1,1,1,1,1, 1,2,2,2,2,,2,2,2,2,2,2,2,2,2,3,3,4

v la mediana es 2 hijos.

Si se trabaja con la tabla de frecuencias, la mediana es el valor mas pequefio con una

frecuencia acumulada mayor o igual a 13, o con una frecuencia relativa acumulada mayor
o igual que 0.5.

Ty 1y fi N F;
0 2 0.08 2 0.08
1 6 024 8 0.32
2 14 0.56 22 0.88
3 2 0.08 24 0.96
4 1 004 25 1

g
[\]
ot
—_

2.6.2.1 Calculo de la mediana con datos agrupados

Con datos agrupados la mediana se calcula interpolando en el poligono de frecuencias
relativas acumuladas para el valor 0.5.
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Flf o Flffl
tan(a) = ——
li—1i 1
tanqa) < 25~ Fi
an B Me — lifl
li—l M(:' li X

Figura 2.6: Calculo de la mediana con datos agrupados.

Ambas expresiones son iguales ya que el &ngulo « es el mismo, y resolviendo la ecuacién
se tiene la siguiente formula para calcular la mediana

0.5—F, 05— F,
Fi_ i—1 fl

Ejemplo 2.21 (Datos agrupados). Utilizando los datos de la muestra de las estaturas
de estudiantes, la mediana cae en la clase (170,180].
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Distribucion de frecuencias relativas acumuladas de la Estatura

<
Al
o
o] xQ
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g 3
<
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= o
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8
(&) ]
g i
2 o !
9] (e} |
- I
- |
I
I
) i
S |
[ I I I I ]
150 160 170 Me 180 190 200
Height (cm)

Figura 2.7: Ejemplo de calculo de la mediana con datos agrupados.

Interpolando en el intervalo (170,180] se tiene
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0.70
0.5 1 o 0.7 —-0.34
t8() = T8 170
) 05— 0.34
W = Me — 170
034
170 Me 180 X

Figura 2.8: Ejemplo de célculo de la mediana con datos agrupados.

Igualando ambas expresiones y resolviendo la ecuacién se obtiene

0.5—0.34 0.16
Me =1 — (180 —1 =1 ——10=174.54 .
e 70 + 0.7_0.34( 80 70) 70 + 036 0 74.54 cm

Esto significa que la mitad de los estudiantes tienen estaturas menores o iguales que
174.54 cm y la otra mitad mayores o iguales.

2.6.3 Moda

Definicién 2.5 (Moda muestral Mo). La moda muestral de una variable X es el valor
de la variable mas frecuente en la muestra.

Con datos agrupados la clase modal es la clase con mayor frecuencia en la muestra.
Puede calcularse para todos los tipos de variables (cuantitativas y cualitativas).

Las distribuciones pueden tener mas de una moda.
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Figura 2.9: Célculo de la moda.

Ejemplo 2.22. Utilizando los datos de la muestra del niimero de hijos en las familias,
el valor con mayor frecuencia es 2, y por tanto la moda es Mo = 2.

=L

=W = O
—
S

Ejemplo 2.23. Utilizando los datos de la muestra de estaturas de estudiantes, la clase
con la mayor frecuencia es (170, 180], que es la clase modal Mo = (170, 180].

X n;
(150,160] 2
(160,170] 8
(170,180] 11
(180,190] 7
(190,200] 2

2.6.4 ;Qué estadistico de tendencia central usar?

En general, siempre que puedan calcularse los estadisticos de tendencia central, es reco-
mendable utilizarlos como valores representativos en el siguiente orden:

1. Media. La media utiliza mas informacién que el resto ya que para calcularla se
tiene en cuenta la magnitud de los datos.
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2. Mediana. La mediana utiliza menos informacién que la media, pero mas que la
moda, ya que para calcularla se tiene en cuenta el orden de los datos.

3. Moda. La moda es la que menos informacién utiliza ya que para calcularla sélo se

tienen en cuenta las frecuencias absolutas.

Advertencia

Hay que tener cuidado con los datos atipicos, ya que la media puede distorsionarse
cuando hay datos atipicos. En tal caso es mejor utilizar la mediana como valor mas
representativo.

Ejemplo 2.24. Si una muestra de niimero de hijos de 7 familias es
0,0,1,1, 2,2, 15,
entonces, £ = 3 hijos y Me = 1 hijo.

¢ Qué medida representa mejor el numero de hijos en la muestra?

2.6.5 Medidas de posicién no centrales

Las medidas de posiciéon no centrales o cuantiles dividen la distribucién en partes igua-
les.

Los mas utilizados son:

Cuartiles: Dividen la distribucién en 4 partes iguales. Hay 3 cuartiles: C; (25% acumu-
lado), Cy (50% acumulado), C5 (75% acumulado).

Deciles: Dividen la distribucién en 10 partes iguales. Hay 9 deciles: D; (10% acumula-
do),..., Dy (90% acumulado).

Percentiles: Dividen la distribucién en 100 partes iguales. Hay 99 percentiles: P, (1%
acumulado),..., Pyg (99% acumulado).
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Quartiles

25% 25% 25% 25%

Min Cq Cy, = Me C3 Max

Deciles
10% 10% 10% 10% 10% 10% 10% 10% 10% 10%

Min Dl Dz D3 D4 DS D6 D7 Dg D9 Max

Percentiles
1% 1%
¥ ¥
EHE
24 A A A A IS
Min P, Pys Py Pso Pys PgygMax

Figura 2.10: Cuartiles, deciles y percentiles.

Obsérvese que hay una correspondencia entre los cuartiles, los deciles y los percentiles.
Por ejemplo, el primer cuartil coincide con el percentil 25, y el cuarto decil coincide con

el percentil 40.

Los cuantiles se calculan de forma similar a la mediana. La tnica diferencia es la fre-
cuencia relativa acumulada que corresponde a cada cuantil.
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Ojiva

1.0

0.75 0.88

04 05

Frecuencia relativa acumulada F;
0.25

0.0

Min C1 D 4 C2 C3 P 88 Max

Figura 2.11: Calculo de cuartiles, deciles y percentiles.

Ejemplo 2.25. Utilizando los datos de la muestra del nimero de hijos de las familias,
la frecuencia relativa acumulada era

<.

1

0.08
0.32
0.88
0.96

=W N = O

Fo, =0.25 = @, =1 hijos,
Fe, = 0.5 = Qy = 2 hijos,
Fe, =0.75 = Q3 = 2 hijos,
Fp, =04= D, =2 hijos,
Fp,, =0.92 = Fy, = 3 hijos.
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2.7 Estadisticos de dispersion

La dispersion se refiere a la heterogeneidad o variabilidad de los datos. Asi pues, los
estadisticos de dispersiéon mide la variabilidad global de los datos, o con respecto a una
medida de tendencia central.

Para las variables cuantitativas, las mas empleadas son:

e Recorrido.

e Rango Intercuartilico.

e Varianza.

e Desviacion Tipica.
Coeficiente de Variacion.

2.7.1 Recorrido

Definicién 2.6 (Recorrido muestral Re). El recorrido muestral o rango muestral de una
variable X se define como la diferencia entre el maximo y el minimo de los valores en la

muestra.
Re = max — min
Z; T
Rango
A
g ™
Min Max

Figura 2.12: Rango muestral.

El recorrido mide la maxima variacién que hay entre los datos muestrales. No obstante,
es muy sensible a datos atipicos ya que suelen aparecer justo en los extremos de la
distribucién, por lo que no se suele utilizar mucho.

2.7.2 Rango intercuartilico

Para evitar el problema de los datos atipicos en el recorrido, se puede utilizar el primer
y tercer cuartil en lugar del minimo y el maximo.
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Definicién 2.7 (Rango intercuartilico muestral RI). El rango intercuartilico muestral
de una variable X se define como la diferencia entre el tercer y el primer cuartil de la
muestra.

RI:C3_01

Rango intercuartilico
/\

25% , 25% , 25%

Min Q1 Q» Qs Max

Figura 2.13: Rango intercuartilico.

El rango intercuartilico mide la dispersién del 50% de los datos centrales.

2.7.3 Diagrama de caja y bigotes

La dispersién de una variable suele representarse graficamente mediante un diagrama de
caja y bigotes, que representa cinco estadisticos descriptivos (minimo, cuartiles y méximo)
conocidos como los cinco niumeros. Consiste en una caja, dibujada desde el primer al
tercer cuartil, que representa el rango intercuartilico, y dos segmentos, conocidos como
bigotes inferior y superior. A menudo la caja se divide en dos por la mediana.

Este diagrama es muy 1til y se utiliza para muchos propdésitos:

e Sirve para medir la dispersién de los datos ya que representa el rango y el rango
intercuartilico.

o Sirve para detectar datos atipicos, que son los valores que quedan fuera del intervalo
definido por los bigotes.

e Sirve para medir la simetria de la distribucién, comparando la longitud de las cajas
y de los bigotes por encima y por debajo de la mediana.

i{#fexm-diagrama-caja} El diagrama siguiente muestra el diagrama de caja y bigotes
del peso de una muestra de recién nacidos.
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Diagrama de caja y bigotes del peso de recien nacidos

ptipico atipico
e  +t-—————==—-——- 1  |--———-—-—-—-—-=-- °
Min Max
Q1 Q2 Qs
T T T T T T
2.0 2.5 3.0 35 4.0 4.5
Peso (Kg)

Figura 2.14: Diagrama de caja y bigotes del peso de recién nacidos.

Para construir el diagrama de caja y bigotes hay que seguir los siguientes pasos:

1. Calcular los cuartiles.

2. Dibujar una caja de manera que el extremo inferior caiga sobre el primer cuartil y

el extremo superior sobre el tercer cuartil.
. Dividir la caja con una linea que caiga sobre el segundo cuartil.

. Para los bigotes inicialmente se calculan dos valores llamados vallas v; y vy. La
valla inferior es el primer cuartil menos una vez y media el rango intercuartilico, y
la valla superior es el tercer cuartil mas una vez y media el rango intercuartilico.

v, =Q; —1.5IQR
Las vallas definen el intervalo donde los datos se consideran normales. Cualquier
valor fuera de ese intervalo se considera un dato atipico.

El bigote superior se dibuja desde el borde inferior de la caja hasta el menor valor
de la muestra que es mayor o igual a la valla inferior, y el bigote superior se dibuja

54



desde el borde superior de la caja hasta el mayor valor de la muestra que es menor
o igual a la valla superior.

Advertencia

Los bigotes no son las vallas.

5. Finalmente, si en la muestra hay algin dato atipico, se dibuja un punto para cada
uno de ellos.

Ejemplo 2.26. El diagrama de caja y bigotes de la muestra del nimero de hijos de las
familias se muestra a continuacion.

Diagrama de caja y bigotes del nimero de hijos

I I I I I
0 1 2 3 4

Numero de hijos

Figura 2.15: Diagrama de caja y bigotes del ntimero de hijos.

2.7.3.1 Desviaciones respecto de la media

Otra forma de medir la variabilidad de una variable es estudiar la concentracién de los
valores en torno a algin estadistico de tendencia central como por ejemplo la media.
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Para ello se suele medir la distancia de cada valor a la media. A ese valor se le llama
desviacion de la media.

desviacion - desviacion +

Figura 2.16: Desviaciones con respecto a la media.

Si las desviaciones son grandes la media no serd tan representativa como cuando la
desviaciones sean pequenas.

Ejemplo 2.27. La siguiente tabla contiene las notas de 3 estudiantes en un curso con
las asignaturas A, By C.

A B C =z
0 5 10 5
4 5 6 5
5 5 5 5

Todos los estudiantes tienen la misma media, pero, en qué caso la media representa mejor
el rendimiento en el curso?

2.7.4 Varianza y desviacion tipica
Definicién 2.8 (Varianza s?). La varianza muestral de una variable X se define como

el promedio del cuadrado de las desviaciones de los valores de la muestra respecto de la
media muestral.
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También puede calcularse de manera mas sencilla mediante la férmula

2
xin,  _ _
52 = 2T — 7%= g 22 f; — 1°
n
La varianza tiene las unidades de la variable al cuadrado, por lo que para facilitar su

interpretacion se suele utilizar su raiz cuadrada.

Definicién 2.9 (Desviacién tipica s). La desviacion tipica muestral de una variable X
se define como la raiz cuadrada positiva de su varianza muestral.

5::+\/572

@ Tip

Tanto la varianza como la desviacién tipica sirven para cuantificar la dispersion
de los datos en torno a la media. Cuando la varianza o la desviacién tipica son
pequeiias, los datos de la muestra estdn concentrados en torno a la media, y la
media es una buena medida de representatividad. Por contra, cuando la varianza o
la desviacién tipica son grandes, los datos de la muestra estan alejados de la media,
v la media ya no representa tan bien.

Desviacién tipica pequena =- Media representativa
Desviacién tipica grande = = Media no representativa

Ejemplo 2.28. Las siguientes muestras contienen las notas de dos estudiantes en dos
asignaturas.

Estudiante 1 i

Estudiante 2 R s=1

Figura 2.17: Interpretacion de la desviacion tipica.

¢ Qué media es mds representativa?
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Ejemplo 2.29 (Datos no agrupados). Utilizando los datos de la muestra del nimero de
hijos de las familias, con una media = 1.76 hijos, y afiadiendo una nueva columna a la
tabla de frecuencias con los cuadrados de los valores,

Ty 1y xzznz
0 2 0
1 6 6
2 14 56
3 2 18
4 1 16

> 25 96

2n, 96
2 2T g 96 e (7494 hijs®,

S =
n 25

y la desviacién tipica es s = 1/0.7424 = 0.8616 hijos.

Comparado este valor con el recorrido, que va de 0 a 4 hijos se observa que no es dema-
siado grande por lo que se puede concluir que no hay mucha dispersion y en consecuencia
la media de 1.76 hijos representa bien el nimero de hijos de las familias de la muestra.

Ejemplo 2.30 (Datos agrupados). Utilizando los datos de la muestra de estaturas de
los estudiantes y agrupando las estaturas en clases, se obtenia una media z = 174.67
cm. El calculo de la varianza se realiza igual que antes pero tomando como valores de la
variable las marcas de clase.

X T, n; x2n,
(150,160] 155 2 48050
(160,170] 165 8 217800
(170,180] 175 11 336875
(180,190] 185 7 239575
(190,200] 195 2 76050

D 30 918350

2
2o 2T e 918350 o e 10906 em?,

n

y la desviacion tipica es s = 4/102.06 = 10.1 cm.

Este valor es bastante pequeno, comparado con el recorrido de la variable, que va de 150
a 200 cm, por lo que la variable tiene poca dispersiéon y en consecuencia su media es muy
representativa.
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2.7.5 Coeficiente de variacion

Tanto la varianza como la desviacién tipica tienen unidades y eso dificulta a veces su
interpretacion, especialmente cuando se compara la dispersién de variables con diferentes
unidades.

Por este motivo, es también comin utilizar la siguiente medida de dispersién que no
tiene unidades.

Definicién 2.10 (Coeficiente de variacién muestral cv). El coeficiente de variacion
muestral de una variable X se define como el cociente entre su desviacion tipica muestral
y el valor absoluto de su media muestral.

@ Tip

El coeficiente de variacién muestral mide la dispersion relativa de los valores de la
muestra en torno a la media muestral.

Como no tiene unidades, es muy sencillo de interpretar: Cuanto mayor sea, mayor
serad la dispersion relativa con respecto a la media y menos representativa serd la
media.

El coeficiente de variacién es muy util para comparar la dispersién de distribuciones de
variables diferentes, incluso si las variables tienen unidades diferentes.

Ejemplo 2.31. En la muestra del niimero de hijos, donde la media era z = 1.76 hijos
y la desviacion tipica s = 0.8616 hijos, el coeficiente de variacién vale

S 0.8616
V== =

= = 0.49.
iz ~ JL.76]

En la muestra de las estaturas, donde la media era * = 174.67 cm y la desviacion tipica
s = 10.1 cm, el coeficiente de variacién vale

s 10.1
cv = —

=——=20.06.
iz ~ [174.67]

Esto significa que la dispersién relativa en la muestra de estaturas es mucho menor que
en la del nimero de hijos, por lo que la media de las estaturas serd mas representativa
que la media del nimero de hijos.
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2.8 Estadisticos de forma

Son medidas que describen la forma de la distribucién.
Los aspectos mas relevantes son:

Simetria Mide la simetria de la distribucion de frecuencias en torno a la media. El
estadistico mas utilizado es el Coeficiente de Asimetria de Fisher.

Apuntamiento Mide el apuntamiento o el grado de concentracién de valores en torno
a la media de la distribucién de frecuencias. El estadistico més utilizado es el Coeficiente
de Apuntamiento o Curtosis.

2.8.1 Coeficiente de asimetria

Definicién 2.11 (Coeficiente de asimetria muestral g;). El coeficiente de asimetria
muestral de una variable X es el promedio de las desviaciones de los valores de la muestra
respecto de la media muestral, elevadas al cubo, dividido por la desviacién tipica al cubo.

_ > (x; — 3?)3”@/” _ > (@ — @Sfi
91 53 53

@ Tip

Mide el grado de simetria de los valores de la muestra con respecto a la media
muestra, es decir, cuantos valores de la muestra estan por encima o por debajo de
la media y cémo de alejados de esta.

¢ g; = 0 indica que hay el mismo nimero de valores por encima y por debajo
de la media e igualmente alejados de ella (simétrica).
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Distribucién simétrica g; = 0

*
o
@

mo
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5

= - ]
o
<
o

Figura 2.18: Distribucién simétrica.

e g, < 0 indica que la mayoria de los valores son mayores que la media, pero
los valores menores estdn mds alejados de ella (asimétrica a la izquierda).
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Distribucién asimétrica a la izquierda g, < 0

N —
p M
< | |
< —
© |

g 2

o= —

=

S

[3) <+ [

- O

< — |

-

3] _

g @

o

=]

Q

o
N

% P
- _|
o
<
1=} T
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Figura 2.19: Distribucion asimétrica hacia la izquierda.

e g; > 0 indica que la mayoria de los valores son menores que la media, pero
los valores mayores estan mas alejados de ella (asimétrica a la derecha).
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Distribucién asimétrica a la derecha g; > 0
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Figura 2.20: Distribucién asimétrica hacia la derecha.

Ejemplo 2.32 (Datos agrupados). Utilizando la tabla de frecuencias de la muestra de
estaturas y afiadiendo una nueva columna con las desviaciones de la media z = 174.67
cm al cubo, se tiene

X T,

i T, —x (v, — f)gni

(150,160] 155 2 —19.67 —15221.00

(160,170] 165 8 —9.67 —7233.85

(170,180] 175 11 0.33 0.40

(180,190] 185 7  10.33 7716.12

(190,200] 195 2  20.33  16805.14
> 30 2066.81
S(x; —7)3n;/n 2066.81/30

g1 = 33 = TRE = 0.07.

Como estd cerca de 0, eso significa que la distribucién de las estaturas es casi simétrica.
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2.8.2 Coeficiente de apuntamiento o curtosis

Definicién 2.12 (Coeficiente de apuntamiento muestral g,). El coeficiente de apunta-
miento muestral de una variable X es el promedio de las desviaciones de los valores de la
muestra respecto de la media muestral, elevadas a la cuarta, dividido por la desviacién
tipica a la cuarta y al resultado se le resta 3.

> (x — j)4fv;

- —3
54 54

@ Tip

El coeficiente de apuntamiento mide la concentracién de valores en torno a la media
y la longitud de las colas de la distribucién. Se toma como referencia la distribucién
normal (campana de Gauss).

¢ g, = 0 indica que la distribucién tienen un apuntamiento normal, es decir, la
concentracion de valores en torno a la media es similar al de una campana de
Gauss (mesocirtica).

Distribucién mesoctrtica g, = 0

0.4

ATTS

03
|

b

e

0.2
h
T

Frecuencia relativa

0.1

0.0
=i

Figura 2.21: Distribucién mesoctrtica.
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Frecuencia relativa

e gy < 0 indica que la distribucién tiene menos apuntamiento de lo normal, es
decir, la concentracién de valores en torno a la media es menor que en una
campana de Gauss (platicirtica).

Distribucién platicirtica g, < 0

0.20
|

0.05
|

Figura 2.22: Distribucién platicartica.

e gy > 0 indica que la distribucién tiene més apuntamiento de lo normal, es
decir, la concentracién de valores en torno a la media es menor que en una
campana de Gauss (leptociirtica).
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Distribucién leptoctrtica g, > 0
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Figura 2.23: Distribucion leptoctrtica.

::{#exm-coeficiente-apuntamiento} ## Datos agrupados Utilizando la tabla de frecuen-
cias de la muestra de estaturas y anadiendo una nueva columna con las desviaciones de
la media T = 174.67 cm a la cuarta, se tiene

X =z n x,—7 (x;,—7)*n,

(150,160] 155 2 —19.67  299396.99
(160,170] 165 8 —9.67 69951.31
(170,180] 175 11 0.33 0.13
(180,190] 185 7 10.33 79707.53
(190,200] 195 2  20.33  341648.49

D 30 790704.45

S(x; — 7)*n,; /n 790704.45/30
go = S —3=—701r —3=-047.

Como se trata de un valor negativo, aunque cercano a 0, podemos decir que la distribu-
cién es ligeramente platictrtica.

Como se verd mas adelante en la parte de inferencia, muchas de las pruebas estadisticas
solo pueden aplicarse a poblaciones normales.
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Las poblaciones normales se caracterizan por ser simétricas y mesocurticas, de manera
que, tanto el coeficiente de asimetria como el de apuntamiento pueden utilizarse para
contrastar si los datos de la muestra provienen de una poblacién normal.

@ Tip

En general, se suele rechazar la hipétesis de normalidad de la poblacién cuando g,
0 g, estén fuera del intervalo [—2, 2].

En tal caso, lo habitual es aplicar alguna transformacién a la variable para corregir la
anormalidad.

2.8.3 Distribuciones no normales
2.8.3.1 Distribuciéon asimétrica a la derecha no normal

Un ejemplo de distribucién asimétrica a la derecha es el ingreso de las familias.

Distribucién de los ingresos familiares en EEUU
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Ingresos anuales (miles de délares)

Figura 2.24: Distribucion de los ingresos familiares de EEUU.
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2.8.3.2 Distribucién asimétrica a la izquierda no normal

Un ejemplo de distribucién asimétrica a la izquierda es la edad de fallecimiento.

Distribucién de la esperanza de vida de hombres austrialianos

Frecuencia relativa

0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035

r—-r—7 7" 1 1 1 1T 1 1T T 1T 1T T T T T T T T ]
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95

Edad de fallecimiento
Figura 2.25: Distribucion de la edad de fallecimiento.

2.8.3.3 Distribuciéon bimodal no normal

Un ejemplo de distribucién bimodal es la hora de llegada de los clientes de un restauran-
te.
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Distribucién de la hora de llegada de los clientes de un restaurante
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Figura 2.26: Distribucion de la hora de llegada de los clientes de un restaurante.

2.9 Transformaciones de variables

FEn muchas ocasiones se suelen transformar los datos brutos para corregir alguna anorma-
lidad de la distribucién o simplemente para trabajar con unas unidades mas cémodas.

Por ejemplo, si estamos trabajando con estaturas medidas en metros y tenemos los
siguientes valores:

1.75 m,1.65 m,1.80 m,

podemos evitar los decimales multiplicando por 100, es decir, pasando de metros a cen-
timetros:

175 cm, 165 cm, 180 cm,

Y si queremos reducir la magnitud de los datos podemos restarles a todos el menor de
ellos, en este caso, 165cm:
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10cm, Ocm, 15cm,

Esta claro que este conjunto de datos es mucho més sencillo que el original. En el fondo
lo que se ha hecho es aplicar a los datos la transformacién:

Y = 100X — 165

2.9.1 Transformaciones lineales

Una de las transformaciones mas habituales es la transformacion lineal:

Y =a+0bX.

Teorema 2.1. Dada una variable muestral X, si Y es la variable muestral que resulta
de aplicar a X la transformacion lineal Y = a + bX, entonces

y=a+ bx,
s, = |bls,

Ademds, el coeficiente de curtosis no se altera y el de asimetria sélo cambia de signo si
b es negativo.

3 .,
1 Demostracion

Se deja como ejercicio.

2.9.2 Transformacion de tipificacién y puntuaciones tipicas

Una de las transformaciones lineales méas habituales es la tipificacion:

Definicién 2.13 (Variable tipificada). La variable tipificada de una variable estadistica
X es la variable que resulta de restarle su media y dividir por su desviacién tipica.

X -z
s

7 —

T

Para cada valor z,; de la muestra, la puntuacién tipica es el valor que resulta de aplicarle
la transformacién de tipificacion
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@ Tip

La puntuacién tipica es el niimero de desviaciones tipicas que un valor esti por
encima o por debajo de la media, y es tutil para evitar la dependencia de una
variable respecto de las unidades de medida empleadas. Esto es 1til, por ejemplo,
para comparar valores de variables o muestras distintas.

Dada una variable muetral X, si Z es la variable tipificada de X, entonces

3 .,
1 Demostracion

Se deja como ejercicio.

Ejemplo 2.33. Las notas de 5 alumnos en dos asignaturas X e Y son

Alumno: 1 2
X: 2 5
Y: 1 9

x

Sy = 3.16

oo =~ W
O CO| =
N O Ot

5 s. =2
5

NI
Il

sHa tenido el mismo rendimiento el cuarto alumno en la asignatura X que el tercero en
la asignatura Y ¢

Podria parecer que ambos alumnos han tenido el mismo rendimiento puesto que tienen la
misma nota, pero si queremos ver el rendimiento relativo al resto del grupo, tendriamos
que tener en cuenta la dispersiéon de cada muestra y medir sus puntuaciones tipicas:

Alumno: 1 2 3 4 5
X: —1.50 0.00 —0.50 1.50 0.50
Y: —1.26 1.26 095 0.00 —0.95

Es decir, el alumno que tiene un 8 en X esta 1.5 veces la desviacién tipica por encima de
la media de X, mientras que el alumno que tiene un 8 en Y sélo esta 0.95 desviaciones
tipicas por encima de la media de Y. Asi pues, el primer alumno tuvo un rendimiento
superior al segundo.

Siguiendo con el ejemplo anterior y considerando ambas asignaturas, ;cudl es el mejor
alumno?
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Si simplemente se suman las puntuaciones de cada asignatura se tiene:

Alumno: 1 2 3 4 5
X: 2 5 4 8 6
Y: 1 9 8 5 2
> 3 14 12 13 8

El mejor alumno seria el segundo.

Pero si se considera el rendimiento relativo tomando las puntuaciones tipicas se tiene

Alumno: 1 2 3 4 5
X: —1.50 0.00 —0.50 1.50 0.50
Y: —1.26 126 0.95 0.00 —0.95
Z —2.76 1.26 0.45 1.5 —0.45

Y el mejor alumno seria el cuarto.

2.9.2.1 Transformaciones no lineales

Las transformaciones no lineales son también habituales para corregir la anormalidad de
las distribuciones.

La transformaciéon Y = X? comprime la escala para valores pequefios y la expande para
valores altos, de manera que es muy 1util para corregir asimetrias hacia la izquierda.

Figura 2.27: Transformacién cuadrética.
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Las transformaciones Y = /2, Y = log X y Y = 1/X comprimen la escala para valo-
res altos y la expanden para valores pequefios, de manera que son utiles para corregir
asimetrias hacia la derecha.

Figura 2.28: Transformacién logaritmica.

2.9.3 Variables clasificadoras o factores

En ocasiones interesa describir el comportamiento de una variable, no para toda la
muestra, sino para distintos grupos de individuos correspondientes a las categorias de
otra variable conocida como variable clasificadora o factor.

Ejemplo 2.34. Dividiendo la muestra de estaturas segtin el sexo se obtienen dos sub-
muestras:

Mujeres 173, 158, 174, 166, 162, 177, 165, 154, 166, 182, 169, 172, 170, 168.
Hombres  179,181,172,194, 185, 187, 198, 178, 188, 171, 175, 167, 186, 172, 176, 187.

Habitualmente los factores se usan para comparar la distribucién de la variable principal
para cada categoria del factor.

Ejemplo 2.35. Los siguientes diagramas permiten comparar la distribucién de estaturas
segun el sexo.

73



Estatura

160.0 170.0 180.0 190.0 200.0

150.0

Histograma de estaturas segtin el sexo

10

hombres mujeres

Figura 2.29: Histograma de estaturas por sexo.
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Estatura

200

190

180

170

160

150

Diagrama de cajas de la Estatura segiin el Sexo

mujeres hombres

Sexo

Figura 2.30: Diagramas de cajas de estaturas por sexo.
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3 Regresion

Hasta ahora se ha visto como describir el comportamiento de una variable, pero en
los fenémenos naturales normalmente aparecen mas de una variable que suelen estar
relacionadas. Por ejemplo, en un estudio sobre el peso de las personas, deberiamos incluir
todas las variables con las que podria tener relacién: altura, edad, sexo, dieta, tabaco,
ejercicio fisico, etc.

Para comprender el fenémeno no basta con estudiar cada variable por separado y es
preciso un estudio conjunto de todas las variables para ver cémo interactian y qué
relaciones se dan entre ellas. El objetivo de la estadistica en este caso es dar medidas del
grado y del tipo de relacién entre dichas variables.

Generalmente, en un estudio de dependencia se considera una variable dependiente
Y que se supone relacionada con otras variables X, ..., X, llamadas variables inde-
pendientes.

El caso més simple es el de una sola variable independiente, y en tal caso se habla
de estudio de dependencia simple. Para mas de una variable independiente se habla de
estudio de dependencia multiple.

En este capitulo se veran los estudios de dependencia simple que son mas sencillos.

3.1 Distribucién de frecuencias conjunta

3.1.1 Frecuencias conjuntas

Al estudiar la dependencia simple entre dos variables X e Y, no se pueden estudiar sus
distribuciones por separado, sino que hay que estudiar la distribucién conjunta de la
variable bidimensional (X,Y), cuyos valores son los pares (xi,yj) donde el primer
elemento es un valor X y el segundo uno de Y.

Definicién 3.1 (Frecuencias muestrales conjuntas). Dada una muestra de tamafo n de
una variable bidimensional (X,Y’), para cada valor de la variable (z;,y;) observado en
la muestra se define

 Frecuencia absoluta n,;: Es el ntimero de veces que el par (z;,y;) aparece en la
muestra.
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 Frecuencia relativa f;;: Es la proporcién de veces que el par (x;, yj) aparece en
la muestra.

Advertencia

Para las variables bidimensionales no tienen sentido las frecuencias acumuladas.

3.1.2 Distribuciéon de frecuencias bidimensional

Al conjunto de valores de la variable bidimensional y sus respectivas frecuencias mues-
trales se le denomina distribucion de frecuencias bidimensional, y se representa
mediante una tabla de frecuencias bidimensional.

X\Y y1 ces y] cee yq
;Ul nll ces nlj “ee nlq
"E’[/ n’Ll cee nZ] e nlq
Tp [ Mpr = Mpj = Mg

Ejemplo 3.1. La estatura (en cm) y el peso (en Kg) de una muestra de 30 estudiantes
es:

(179,85), (173,65), (181,71), (170,65), (158,51), (174,66), (172,62), (166,60), (194,90),
(185,75), (162,55), (187,78), (198,109), (177,61), (178,70), (165,58), (154,50), (183,93),
(166,51), (171,65), (175,70), (182,60), (167,59), (169,62), (172,70), (186,71), (172,54),
(176,68),(168,67), (187,80).

La tabla de frecuencias bidimensional es

| X/vY [ [50,60) | [60,70) | [70,80) | [80,90) | [90,100) | [100,110) |

(150, 160] 2 0 0 0 0 0
(160, 170] 1 1 0 0 0 0
(170, 180] 1 6 3 1 0 0
(180, 190] 0 1 4 1 1 0
(190, 200] 0 0 0 0 1 1
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3.1.3 Diagrama de dispersion

La distribucion de frecuencias conjunta de una variable bidimensional puede representar-
se graficamente mediante un diagrama de dispersién, donde los datos se representan
como una colecciéon de puntos en un plano cartesiano.

Habitualmente la variable independiente se representa en el eje X y la variable depen-
diente en el eje Y. Por cada par de valores (r;,y;) en la muestra se dibuja un punto en
el plano con esas coordenadas.

Y

Figura 3.1: Diagrama de dispersién.

El resultado es un conjunto de puntos que se conoce como nube de puntos.

Ejemplo 3.2. El siguiente diagrama de dispersién representa la distribuciéon conjunta
de estaturas y pesos de la muestra anterior.
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Diagrama de dispersién de estaturas y pesos

110
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Peso (Kg)
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(179,85)

170 180

Estatura (cm)

190 200

Figura 3.2: Diagrama de dispersién de estaturas y pesos.

i Interpretacion

El diagrama de dispersion da informacion visual sobre el tipo de relacién entre las

variables.
Sin relacién Relacidn lineal Relacién cuadratica
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Figura 3.3: Diagramas de dispersién de diferentes tipos de relaciones.
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3.1.4 Distribuciones marginales
A cada una de las distribuciones de las variables que conforman la variable bidimensional
se les llama .

Las distribuciones marginales se pueden obtener a partir de la tabla de frecuencias
bidimensional, sumando las frecuencias por filas y columnas.

X\Y Y1 yj yq Ny
Ly | Mgy o Ny o Mg | Mgy
. . i + E . .
+ +
: . l/ + . . .
Lp | Mp1 0 Ty 0 Tpg | Moy
Ny | My, o My o my | M

Ejemplo 3.3. En el ejemplo anterior de las estaturas y los pesos, las distribuciones
marginales son

| X/Y [ [50,60) | [60,70) | [70,80) | [80,90) | [90,100) | [100,110) | n, |

(150, 160] 2 0 0 0 0 0 2
(160, 170] 4 4 0 0 0 0 8
(170, 180] 1 6 3 1 0 0 11
(180, 190] 0 1 4 1 1 0 7
(190, 200] 0 0 0 0 1 1 2

n, 7 11 7 2 2 1 30

v los estadisticos correspondientes son

T=174.67cm  s2=102.06 cm®> s, =10.1 cm
_ 2
y = 69.67 Kg 33 =164.42 Kg s, = 12.82 Kg

3.2 Covarianza

Para analizar la relaciéon entre dos variables cuantitativas es importante hacer un estudio
conjunto de las desviaciones respecto de la media de cada variable.
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> =i -

Figura 3.4: Desviaciones de las medias en un diagrama de dispersion.

Si dividimos la nube de puntos del diagrama de dispersion en 4 cuadrantes centrados en
el punto de medias (z,y), el signo de las desviaciones sera:

Cuadrante (v;—z) (y;—¥y) (z;—7)(y;—v)
1 + + +
2 — + -
3 _ — +
4 + - -
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Figura 3.5: Cuadrantes de un diagrama de dispersién.

Si la relacién entre las variables es lineal y creciente, entonces la mayor parte de los

puntos estaran en los cuadrantes 1 y 3 y la suma de los productos de desviaciones sera
positiva.

Z(xi - f)(yj —y) >0

Relacidn lineal creciente

[ ) r'yJ
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°
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Figura 3.6: Diagrama de dispersién de una relacion lineal creciente.
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Si la relacion entre las variables es lineal y decreciente, entonces la mayor parte de los
puntos estardn en los cuadrantes 2 y 4 y la suma de los productos de desviaciones sera
negativa.

Z(l’z —Z)(y; —y) =—

Relacidn lineal decreciente
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Figura 3.7: Diagrama de dispersién de una relacion lineal decreciente.

Usando el producto de las desviaciones respecto de las medias surge el siguiente estadis-
tico.

Definicién 3.2 (Covarianza muestral). La covarianza muestral de una variable aleatoria
bidimensional (X,Y’) se define como el promedio de los productos de las respectivas
desviaciones respecto de las medias de X e Y.

s = > (w; — f)(yj - g)”ij

También puede calcularse de manera mas sencilla mediante la férmula

s _inyjnij __
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[ .7
1 Interpretacién
La covarianza sirve para estudiar la relacién lineal entre dos variables:

 Sis,, > 0 existe una relacion lineal creciente.
 Sis,, <0 existe una relacion lineal decreciente.
¢ Sis,, =0 no existe relacion lineal.

Ejemplo 3.4. Utilizando la tabla de frecuencias bidimensional de la muestra de estatu-
ras y pesos

| X/Y ] [50,60) | [60,70) [ [70,80) | [80,90) | [90,100) | [100,110) | n, |

(150, 160] 2 0 0 0 0 0 2
(160, 170] 4 4 0 0 0 0
(170, 180] 1 6 3 1 0 0 11
(180, 190] 0 1 4 1 1 0 7
(190, 200] 0 0 0 0 1 1 2
n, 7 11 7 2 2 1 30
x = 174.67 cm y = 69.67 Kg

la covarianza vale

Tiymi;  155-55-24165-55-4 4 -+ 195105 - 1
o = 2T + Tt 17467 - 69.67 =
v n 30
_ 362300 — 12169.26 = 104.07 cm- Kg.

Esto indica que existe una relacion lineal creciente entre la estatura y el peso.

3.3 Regresion

En muchos casos el objetivo de un estudio no es solo detectar una relacién entre dos
variables, sino explicarla mediante alguna funcién matemaética

y = f(z)
que permita predecir la variable dependiente para cada valor de la independiente.

La regresion es la parte de la Estadistica encargada de construir esta funcién, que se
conoce como funcién de regresién o modelo de regresién.
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3.3.1 Modelos de regresiéon simple

Dependiendo de la forma de funcién de regresién, existen muchos tipos de regresion
simple. Los méas habituales son los que aparecen en la siguiente tabla:

Modelo Ecuacion
Lineal y=a+bx
Cuadratico y=a+bx +cx?
Cubico y=a+bx + cx® + da3
Potencial y=a-ab
Exponencial y = eatbe
Logaritmico y=a+blogz

_ b
Inverso y=a-+ K
Sigmoidal y=e*ta

La eleccién de un tipo u otro depende de la forma que tenga la nube de puntos del
diagrama de dispersién.

3.3.2 Residuos o errores predictivos

Una vez elegida la familia de curvas que mejor se adapta a la nube de puntos, se deter-
mina, dentro de dicha familia, la curva que mejor se ajusta a la distribucion, es decir, la
funcién que mejor predice la variable dependiente.

El objetivo es encontrar la funcién de regresién que haga minimas las distancias entre
los valores de la variable dependiente observados en la muestra, y los predichos por la
funcién de regresion. Estas distancias se conocen como residuos o errores predictivos.

Definicién 3.3 (Residuos o errores predictivos). Dado el modelo de regresion y =
f(x) para una variable bidimensional (X,Y), el residuo o error predictivo de un valor
(z;,y,) observado en la muestra, es la diferencia entre el valor observado de la variable
dependiente y; y el predicho por la funcién de regresion para x;,

€i; =Y; — f(z;).
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Figura 3.8: Residuos de un modelo de regresion.

3.3.3 Ajuste de minimos cuadrados

Una forma posible de obtener la funcién de regresion es mediante el método de minimos
cuadrados que consiste en calcular la funcién que haga minima la suma de los cuadrados
de los residuos

2

€

En el caso de un modelo de regresion lineal f(z) = a+ bz, como la recta depende de dos
pardmetros (el término independiente a y la pendiente b), la suma también dependerd
de estos parametros

0(a,b) = Z ezzj = Z(?/] — flz;))* = Z(yj —a—bz;)*.

Asi pues, todo se reduce a buscar los valores a y b que hacen minima esta suma.

Considerando la suma de los cuadrados de los residuos como una funcién de dos variables
0(a,b), se pueden calcular los valores de los pardmetros del modelo que hacen minima
esta suma derivando e igualando a 0 las derivadas con respecto a a y b.
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90(a,b) 9> (y; —a—bx;)?

da da
d0(a,b) 9> (y;—a— bx,)? —0
o Ob N

Tras resolver el sistema se obtienen los valores

S S
Y — xT

a=y—
s2 s

Estos valores hacen minimos los residuos en Y y por tanto dan la recta de regresién
Optima.
3.3.4 Coeficiente de determinacién

A partir de la varianza residual se puede definir otro estadistico mas sencillo de interpre-
tar.

Definicién 3.4 (Coeficiente de determinacién muestral 7?). Dado un modelo de regre-
sién simple y = f(z) de una variable bidimensional (X,Y"), su coeficiente de determina-
cion muestral es

Advertencia

Como la varianza residual puede tomar valores entre 0 y 5737 se tiene que

0<r’<1

1 Interpretacién

2

Cuanto mayor sea “, mejor explicard el modelo de regresion la relacién entre las

variables, en particular:

« Sir? =0 entonces no existe relacién del tipo planteado por el modelo.
e Sir? =1 entonces la relacién que plantea el modelo es perfecta.
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Advertencia

En el caso de las rectas de regresién, el coeficiente de determinacién puede calcularse
con esta férmula

3 .7
1 Demostraciéon

Prueba. Cuando el modelo ajustado es la recta de regresién la varianza residual

vale

S%y = Zezzjfij = Z(y] - f<x1)>2f7, = Z (yj —y— ?Ty(wz - j)) fij =
s2 S
= Z ((y] —9)*+ ﬁ(% — ) — 2%(% —Z)(y; — 37)) fij =

Sz

2 2
s s
2 Ty 2 o7y _ 2 _ ‘my
= s, + gy sz 2—2 Spy = Sy 2
X X xT

2 2 _ Sy 2 2
S 2 s S
2 _ ry Yy Sz ry _ “wy
= _372_1_ 52 1_1+3232_8282‘
Y z%y z%y
O
Ejemplo 3.5. En el ejemplo de las estaturas y pesos se tenia
z =174.67 cm 52 =102.06 cm?
7 = 69.67 Kg s2 = 164.42 K¢
84y = 104.07 cm- Kg
De modo que el coeficiente de determinacién lineal vale
2 _ Say _ (104.07 cm- Kg)? 0.65.

5253 102.06 cm? - 164.42 Kg°
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Esto indica que la recta de regresién del peso sobre la estatura explica el 65% de la
variabilidad del peso, y de igual modo, la recta de regresion de la estatura sobre el peso
explica el 65% de la variabilidad de la estatura.

3.3.5 Coeficiente de correlacion lineal

Definicién 3.5 (Coeficiente de correlacion lineal muestral). Dada una variable bidi-
mensional (X,Y), el coeficiente de correlacion lineal muestral es la raiz cuadrada de su
coeficiente de determinacién lineal, con signo el de la covarianza

Advertencia

Como 72 toma valores entre 0 y 1, 7 tomard valores entre -1 y 1,

—1<r<i1

1 Interpretacion

El coeficiente de correlacion lineal no s6lo mide mide el grado de dependencia lineal
sino también su direccién (creciente o decreciente):

e Sir =0 entonces no existe relacién lineal.
e Sir =1 entonces existe una relacién lineal creciente perfecta.
e Sir= —1 entonces existe una relacién lineal decreciente perfecta.

:::{#exm-coeficiente-correlacion} En el ejemplo de las estaturas y los pesos se tenia

z = 174.67 cm 52 =102.06 cm?
7 = 69.67 Kg s2 = 164.42 Kg
Sgy = 104.07 cm- Kg

De manera que el coeficiente de correlacién lineal es

Sy 104.07 cm - Kg

5,5, 101 cm-12.82 Kg

= +0.8.

r =

Esto indica que la relacion lineal entre el peso y la estatura es fuerte, y ademaés crecien-
te.
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3.3.6 Distintos grados de correlacién

Los siguientes diagramas de dispersion muestran modelos de regresion lineales con dife-
rentes grados de correlacién.

r=-1

Figura 3.9: Modelos de regresion lineales con diferentes grados de correlacion.

3.3.7 Fiabilidad de las predicciones de un modelo de regresién

Aunque el coeficiente de determinacién o el de correlacién determinan la bondad de
ajuste de un modelo de regresion, existen otros factores que influyen en la fiabilidad de
las predicciones de un modelo de regresion:

e El coeficiente de determinaciéon: Cuanto mayor sea, menores seran los errores pre-
dictivos y mayor la fiabilidad de las predicciones.

o La variabilidad de la poblaciéon: Cuanto mas variable es una poblacion, mas dificil
es predecir y por tanto menos fiables seran las predicciones.

o El tamaiio muestral: Cuanto mayor sea, mas informacién tendremos y, en conse-
cuencia, mas fiables seran las predicciones.
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Advertencia

Ademéds, hay que tener en cuenta que un modelo de regresion es valido inicamente
para el rango de valores observados en la muestra. Fuera de ese rango no hay
informacién del tipo de relacion entre las variables, por lo que no deben hacerse
predicciones para valores lejos de los observados en la muestra.

3.4 Regresion no lineal

El ajuste de un modelo de regresién no lineal es similar al del modelo lineal y también
puede realizarse mediante la técnica de minimos cuadrados.

No obstante, en determinados casos un ajuste no lineal puede convertirse en un ajuste
lineal mediante una sencilla transformacién de alguna de las variables del modelo.

3.4.1 Transformacién de modelos de regresion no lineales

e Logaritmico: Un modelo logaritmico y = a + blogx se convierte en un modelo
lineal haciendo el cambio t = log x:

y=a+blogx = a—+ bt.

bx

o Exponencial: Un modelo exponencial y = ae”® se convierte en un modelo lineal

haciendo el cambio z = logy:
z = logy = log(ae®®) = loga + log e®® = a’ + bz.

b

e Potencial: Un modelo potencial y = ax” se convierte en un modelo lineal haciendo

los cambios t = logz v z = logy:

z =logy = log(az®) = loga + blogz = a’ + bt.

« Inverso: Un modelo inverso y = a+b/z se convierte en un modelo lineal haciendo
el cambio t = 1/z:

y=a+0b(l/x)=a+ bt
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a+b/x

e Sigmoidal: Un modelo curva S y = e se convierte en un modelo lineal ha-

ciendo los cambios t = 1/z y z = logy:
z = logy = log(e®™/*) = a + b(1/z) = a + bt.

3.4.2 Relacién exponencial

:::{#exm-regresion-exponencial} El nimero de bacterias de un cultivo evoluciona con el
tiempo segun la siguiente tabla:

Horas | Bacterias
25
28
47
65
86
121
190
290
362

)

0~ O U W N =

El diagrama de dispersion asociado es
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Evolucion de bacterias

350

300

250

200 °

Bacterias

150

100

0 2 4 6

Horas

Figura 3.10: Diagrama de dispersién de la evolucién de bacterias.

Si realizamos un ajuste lineal, obtenemos la siguiente recta de regresion

Bacterias = —30.18 + 41, 27 Horas, with r? = 0.85.
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Regresion lineal de Bacterias sobre Horas

350

300

250

200+

Bacterias

150

100

50

0 2 4 6 8
Horas

Figura 3.11: Regresién lineal de la evolucion de un cultivo de bacterias.

sFEs un buen modelo?

Aunque el modelo lineal no es malo, de acuerdo al diagrama de dispersién es mas 1gico
construir un modelo exponencial o cuadratico.

Para construir el modelo exponencial y = ae®® hay que realizar la transformacién z =
logy, es decir, aplicar el logaritmo a la variable dependiente.
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Horas | Bacterias | log(Bacterias)
0 25 3.22
1 28 3.33
2 47 3.85
3 65 4.17
4 86 4.45
) 121 4.80
6 190 5.25
7 290 5.67
8 362 5.89

Evolucién de log(Bacterias)

°
°
5.5
°
7 5.0
<
= °
g
© 4.5
) °
& .
4.0
°
3.5
°
°
T T T T T
0 2 4 6 8

Horas

Figura 3.12: Diagrama de dispersion de la evolucion del logaritmo de las bacterias de un
cultivo.

Ahora sélo queda calcular la recta de regresién del logaritmo de Bacterias sobre Horas

Log Bacterias = 3.107 4 0.352 Horas.

Y, deshaciendo el cambio de variable, se obtiene el modelo exponencial

Bacterias = ¢3107+0.352Horas ), 4.2 () g9,
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Regresion exponencial de Bacterias sobre Horas

350+

300+

250

200+

Bacterias

150

100

50

0 2 4 6 8

Horas

Figura 3.13: Regresién exponencial de la evolucién de las bacterias de un cultivo.

Como se puede apreciar, el modelo exponencial se ajusta mucho mejor que el modelo
lineal.

3.5 Riesgos de la regresion

3.5.1 La falta de ajuste no significa independencia

Es importante sefialar que cada modelo de regresién tiene su propio coeficiente de deter-
minacion.

Advertencia

Asi, un coeficiente de determinacién cercano a cero significa que no existe relacion
entre las variables del tipo planteado por el modelo, pero eso no quiere decir que
las variables sean independientes, ya que puede existir relacién de otro tipo.

3.5.2 Datos atipicos en regresion
Los datos atipicos en un estudio de regresiéon son los puntos que claramente no siguen la

tendencia del resto de los puntos en el diagrama de dispersién, incluso si los valores del
par no se pueden considerar atipicos para cada variable por separado.
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o~ .
2N y=0.05x+3.28 ‘ 7 y=0.24 x? -2.48 x +7.97
‘ r2=0 K] r?=0.98
6 0. . 6
8
54 ® ° 54
>~ H ° >~
4 % . *% 4-|
L e 7|
i .:.‘.h e & . "1
2 ..... :o. [ 2
P o0 o.: ° P oe LT
> s 6 5 10 > . 6 5 10
X X

(a) Modelo de regresién lineal en una relacién(b) Modelo de regresién cuadrético en una rela-
cuadrética. cién cuadratica.

Diagrama de dispersién con datos atipicos

10+

8 Dato atipico ®

Figura 3.15: Diagrama de dispersiéon con un dato atipico.

Advertencia

Los datos atipicos en regresiéon suelen provocar cambios drasticos en el ajuste de
los modelos de regresion, y por tanto, habra que tener mucho cuidado con ellos.
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Regresion lineal con datos atipicos Regresion lineal sin datos atipicos

y=-0.33 x + 4.66 y=-0.5x +4.92
ol r2 =0.19 o r2 =098

(a) Modelo de regresion lineal con datos atipicos.(b) Modelo de regresion lineal sin datos atipicos.

3.5.3 La paradoja de Simpson

A veces, una tendencia desaparece o incluso se revierte cuando se divide la muestra
en grupos de acuerdo a una variable cualitativa que esté relacionada con la variable
dependiente. Esto se conoce como la paradoja de Simpson.

:::{#exm-paradoja-simpson} El siguiente diagrama de dispersiéon muestra una relacién
inversa entre entre las horas de estudio preparando un examen y la nota del examen.

Regresidn lineal de la nota sobre las horas de estudio

10

y = -0.11x + 5.02
°® r=—024

Nota

Horas de estudio semanales

Figura 3.17: Paradoja de Simpson. Relacién inversa entre las horas de estudio para un
examen y la nota obtenida.
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Pero si se divide la muestra en dos grupos (buenos y malos estudiantes) se obtienen
diferentes tendencias y ahora la relaciéon es directa, lo que tiene mas logica.

Regresion lineal de la nota sobre las horas de estudio

10 B Buenos estudiantes B Malos estudiantes
y = 0.42x + 3.67
8
6 -]
8
@]
Z
4 -]
2 -]
°
°
y=02x+0.96
0 r=0.56
T T T T
0 5 10 15

Horas de estudio semanales

Figura 3.18: Paradoja de Simpson. Relacién directa entre las horas de estudio para un
examen y la nota obtenida.
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4 Relaciones entre variables cualitativas

Los modelos de regresion vistos en el capitulo anterior solamente pueden aplicarse cuando
las variables estudiadas son cuantitativas.

Cuando se desea estudiar la relacién entre atributos, tanto ordinales como nominales, es
necesario recurrir a otro tipo de medidas de relaciéon o de asociacién. En este capitulo
veremos tres de ellas:

o Coeficiente de correlacién de Spearman.
o Coeficiente chi-cuadrado.
e Coeficiente de contingencia.

4.1 Relacion entre atributos ordinales

Cuando se quiere estudiar la relacion entre dos atributos ordinales, o entre un atribu-
to ordinal y una variable cuantitativa, es importante tener en cuenta el orden de las
categorias. En estos casos se puede utilizar el siguiente coeficiente.

4.1.1 Coeficiente de correlacion de Spearman

Cuando se tengan atributos ordinales es posible ordenar sus categorias y asignarles va-
lores ordinales, de manera que se puede calcular el coeficiente de correlacion lineal entre
estos valores ordinales.

Esta medida de relacién entre el orden que ocupan las categorias de dos atributos ordi-
nales se conoce como coeficiente de correlacion de Spearman.

Definicién 4.1 (Coeficiente de correlacién de Spearman). Dada una muestra de n
individuos en los que se han medido dos atributos ordinales X e Y, el coeficiente de
correlaciéon de Spearman se define como

donde d; es la diferencia entre el valor ordinal de X y el valor ordinal de Y del individuo
i.
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! Importante

Como el coeficiente de correlaciéon de Spearman es en el fondo el coeficiente de
correlacién lineal aplicado a los 6rdenes, se tiene que

—1<r, <1,

1 Interpretacion

e Sir, =0 entonces no existe relaciéon entre los atributos ordinales.

o Sir, =1 entonces los érdenes de los atributos coinciden y existe una relacién
directa perfecta.

e Sir, = —1 entonces los 6rdenes de los atributos estdn invertidos y existe una
relacion inversa perfecta.

En general, cuanto més cerca de 1 o —1 esté r,, mayor serd la relaciéon entre los
atributos, y cuanto mas cerca de 0, menor sera la relacién.

Ejemplo 4.1. Una muestra de 5 alumnos realizaron dos tareas diferentes X e Y, y se
ordenaron de acuerdo a la destreza que manifestaron en cada tarea:

Alumnos X Y d;, d?
Aluimmnol 2 3 -1 1
Alumno2 5 4 1 1
Alumno3 1 2 -1 1
Alumno4 3 1 2 4
Alumno5 4 5 —1 1
> 0 8

El coeficiente de correlacion de Spearman para esta muestra es

2 .
., 6% 68

s - n<n2 — 1) - 57(52 — 1) = 0.6.

r

Esto indica que existe bastante relacion directa entre las destrezas manifestadas en ambas
tareas.

Ejemplo 4.2 (Empates). Cuando hay empates en el orden de las categorias se atribuye
a cada valor empatado la media aritmética de los valores ordinales que hubieran ocupado
esos individuos en caso de no haber estado empatados.
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Si en el ejemplo anterior los alumnos 4 y 5 se hubiesen comportado igual en la primera
tarea y los alumnos 3 y 4 se hubiesen comportado igual en la segunda tarea, entonces se
tendria

Alumnos X Y d, d?
Alumno 1 2 3 —1 1
Alumno 2 5 4 1 1
Alumno 3 1 1.5 —0.5 0.25
Alumno 4 3.5 1.5 2 4

Alumno 5 3.5 5 —1.5 2.25
> 0 85

El coeficiente de correlacion de Spearman para esta muestra es

6 d? 6-8.5

4.2 Relacion entre atributos nominales

Cuando se quiere estudiar la relacion entre atributos nominales no tiene sentido calcular
el coeficiente de correlacion de Spearman ya que las categorias no pueden ordenarse.

Para estudiar la relacién entre atributos nominales se utilizan medidas basadas en las
frecuencias de la tabla de frecuencias bidimensional, que para atributos se suele llamar
tabla de contingencia.

Ejemplo 4.3. En un estudio para ver si existe relacion entre el sexo y el habito de fumar
se ha tomado una muestra de 100 personas. La tabla de contingencia resultante es

Sexo\Fuma | Si No| mn;
Mujer 12 28| 40
Hombre 26 34| 60
n; 38 62100

Si el habito de fumar fuese independiente del sexo, la proporciéon de fumadores en mujeres
y hombres seria la misma.
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4.2.1 Frecuencias tedricas o esperadas

En general, dada una tabla de contingencia para dos atributos X e Y,

X\Y |y Y, Yg | N
Ty | M1 o Ny Nig | Mg,
L, i1 Nyj o Nyg | Ny,
Tp | Mp1 0 Tpj o Mg | Ny
ny nyl ces ny] “ee nyq

si X e Y fuesen independientes, para cualquier valor y; se tendria

My Moy My Ty oy, _ Y
- - - - - Y
Ny, Ny, Ny, Ny, T+ Ny, n
de donde se deduce que
n‘rz yj

A esta tultima expresién se le llama frecuencia tedrica o frecuencia esperada del par
(xiyyj)-

4.2.2 Coeficiente chi-cuadrado x?

Es posible estudiar la relacion entre dos atributos X e Y comparando las frecuencias
reales con las esperadas.

Definicién 4.2 (Coeficiente Chi-cuadrado x?). Dada una muestra de tamafio n en la
que se han medido dos atributos X e Y, se define el coeficiente x? como

2
q

14 (n - Nei My )
2 __ E 2 17 n
X" = n”’inyj )

i=1 j=1 p

donde p es el nimero de categorias de X y ¢ el nimero de categorias de Y.

| Importante

Por ser suma de cuadrados, se cumple que

X220.
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1 Interpretacién

x? = 0 cuando los atributos son independientes, y crece a medida que aumenta la
dependencia entre las variables.

Ejemplo 4.4. Siguiendo con el ejemplo anterior, a partir de la tabla de contingencia

Sexo\Fuma | Si No| mn;
Mujer 12 28| 40
Hombre 26 34| 60
n; 38 62| 100

se obtienen las siguientes frecuencias esperadas

Sexo\Fuma Si No | n,;
: 1038 _ 1062 _

Hombre 610—(')308 =228 % =37.2| 60

n; 38 62 | 100

y el coeficiente x? vale

(12-152)*  (28—248)°  (26—228)" (34—37.2)°
15.2 24.8 22.8 37.2

2 _

X2 = = 1.81.

Esto indica que no existe gran relacion entre el sexo y el habito de fumar.

4.2.3 Coeficiente de contingencia

El coeficiente x? depende del tamaiio muestral, ya que al multiplicar por una constante
las frecuencias de todas las casillas, su valor queda multiplicado por dicha constante,
lo que podria llevarnos al equivoco de pensar que ha aumentado la relacién, incluso
cuando las proporciones se mantienen. En consecuencia el valor de x? no estd acotado
superiormente y resulta dificil de interpretar.

Para evitar estos problemas se suele utilizar el siguiente estadistico.

Definicién 4.3 (Coeficiente de contingencia). Dada una muestra de tamafio n en la que
se han medido dos atributos X e Y, se define el coeficiente de contingencia como
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! Importante

De la definicién anterior se deduce que

0<C <1,

1 Interpretacién

C = 0 cuando las variables son independientes, y crece a medida que aumenta la
relacion.

Advertencia

Aunque C nunca puede llegar a valer 1, se puede demostrar que para tablas de
contingencia con k filas y k columnas, el valor maximo que puede alcanzar C' es

V(kE=1)/k.

Ejemplo 4.5. En el ejemplo anterior el coeficiente de contingencia vale

[/ 1.81
=14/ ——7— =0.13.
¢ 1.81 + 100 013

Como se trata de una tabla de contingencia de 2 x 2, el valor maximo que podria tomar
el coeficiente de contingencia es \/(2 — 1)/2 = /1/2 = 0.707, y como 0.13 est4 bastante
lejos de este valor, se puede concluir que no existe demasiada relacion entre el habito de
fumar y el sexo.
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5 Probabilidad

La estadistica descriptiva permite describir el comportamiento y las relaciones entre
las variables en la muestra, pero no permite sacar conclusiones sobre el resto de la
poblacioén.

Ha llegado el momento de dar el salto de la muestra a la poblacién y pasar de la esta-
distica descriptiva a la inferencia estadistica, y el puente que lo permite es la Teoria de
la Probabilidad.

Hay que tener en cuenta que el conocimiento que se puede obtener de la poblaciéon
a partir de la muestra es limitado, y que para obtener conclusiones validas para la
poblacién la muestra debe ser representativa de esta. Por esta razon, para garantizar la
representatividad de la muestra, esta debe extraerse aleatoriamente, es decir, al azar.

La teoria de la probabilidad precisamente se encarga de controlar ese azar para saber
hasta qué punto son fiables las conclusiones obtenidas a partir de una muestra.

5.1 Experimentos y sucesos aleatorios

El estudio de una caracteristica en una poblacién se realiza a través de experimentos
aleatorios.

Definicién 5.1 (Experimento aleatorio). Un experimento aleatorio es un experimento
que cumple dos condiciones:

1. El conjunto de posibles resultados es conocido.
2. No se puede predecir con absoluta certeza el resultado del experimento.

Ejemplo 5.1. Un ejemplo tipico de experimentos aleatorios son los juegos de azar. El
lanzamiento de un dado, por ejemplo, es un experimento aleatorio ya que:

1. Se conoce el conjunto posibles de resultados {1,2,3,4,5,6}.
2. Antes de lanzar el dado, es imposible predecir con absoluta certeza el valor que
saldra.
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Otro ejemplo de experimento aleatorio seria la seleccién de un individuo de una poblacién
al azar y la determinacién de su grupo sanguineo.

En general, la obtencién de cualquier muestra mediante procedimientos aleatorios sera
un experimento aleatorio.

Definicién 5.2 (Espacio muestral). Al conjunto © de todos los posibles resultados de
un experimento aleatorio se le llama espacio muestral.

Ejemplo 5.2. Algunos ejemplos de espacios muestrales son:

o Lanzamiento de una moneda: 2 = {c, z}.

o Lanzamiento de un dado: Q = {1,2,3,4,5,6}.

o Grupo sanguineo de un individuo seleccionado al azar: = {A, B, AB, 0}.
o Estatura de un individuo seleccionado al azar: Q = R™.

En experimentos donde se mide méas de una variable, la determinacién del espacio mues-
tral puede resultar compleja. En tales casos es recomendable utilizar un para construir
el espacio muestral.

En un diagrama de arbol cada variable se representa en un nivel del arbol y cada posible
valor de la variable como una rama.

Ejemplo 5.3. El siguiente diagrama de arbol representa el espacio muestral de un
experimento aleatorio en el que se mide el sexo y el grupo sanguineo de un individuo al
azar.

Grupo
Sexo sanguineo Q
0----- (Mujer,0)
A----- (Mujer,A)
Mujer
B----- (Mujer,B)
AB - - -- (Mujer,AB)
0 - --- (Hombre,0)
A ---- (Hombre,A)
Hombre

B - - - - (Hombre,B)

AB - -- (Hombre, AB)

Figura 5.1: Diagrama de arbol del espacio muestral del sexo y el grupo sanguineo.
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Definicién 5.3 (Suceso aleatorio). Un suceso aleatorio es cualquier subconjunto del
espacio muestral €2 de un experimento aleatorio.

Existen distintos tipos de sucesos:

e Suceso imposible: Es el suceso vacio ). Este suceso nunca ocurre.

e Sucesos elementales: Son los sucesos formados por un solo elemento.

e Sucesos compuestos: Son los sucesos formados por dos o mas elementos.

e Suceso seguro: Es el suceso que contiene el propio espacio muestral €. Este suceso
siempre ocurre.

Ejemplo 5.4. En el experimento aleatorio del lanzamiento de un dado, con espacio
muestral Q = {1,2,3,4,5,6}, el subconjunto {2,4, 6} es un suceso aleatorio que se cumple
cuando sale un nimero par, y el subconjunto {1,2,3,4} es un suceso aleatorio que se
cumple cuando sale un ntimero menor que 5.

5.1.1 Espacio de sucesos

Definicién 5.4 (Espacio de sucesos). Dado un espacio muestral {2 de un experimento
aleatorio, el conjunto formado por todos los posibles sucesos de 2 se llama espacio de
sucesos de €y se denota P(£2).

Ejemplo 5.5. Dado el espacio muestral 2 = {a, b, c}, su espacio de sucesos es

P(Q) ={0,{a},{b},{c},{a,b},{a, c}, {b,c} {a,b,c}}

Puesto que los sucesos son conjuntos, por medio de la teoria de conjuntos se pueden
definir las siguientes operaciones entre sucesos:

e Unién.
o Interseccién.

o Complementario.
¢ Diferencia.

5.1.2 Unién de suscesos

Definicién 5.5 (Suceso unién). Dados dos sucesos A, B C Q, se llama suceso union de
Ay B,y se denota AU B, al suceso formado por los elementos de A junto a los elementos
de B, es decir,

AUB={x|ze€ Aoz € B}.
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AUB

Figura 5.2: Union de dos sucesos.

El suceso unién A U B ocurre siempre que ocurre A o B.

Ejemplo 5.6. Dado el espacio muestral correspondiente al lanzamiento de un dado
Q=1{1,2,3,4,5,6} y los sucesos A = {2,4,6} y B = {1,2,3,4}, la unién de Ay B es
AUB=1{1,2,3,4,6}.

5.1.3 Intersecciéon de sucesos

Definicién 5.6 (Suceso interseccién). Dados dos sucesos A, B C (2, se llama suceso

interseccion de Ay B,y se denota AN B, al suceso formado por los elementos comunes
de Ay B, es decir,

ANB={z|x e Ayxz e B}

0

Figura 5.3: Interseccién de dos sucesos.

El suceso interseccién A N B ocurre siempre que ocurren A y B.

Diremos que dos sucesos son incompatibles si su interseccién es vacia.

Ejemplo 5.7. Dado el espacio muestral correspondiente al lanzamiento de un dado
Q={1,2,3,4,5,6} y los sucesos A = {2,4,6} y B = {1,2,3,4}, la interseccién de A y
Bes ANB = {2,4}, y por tanto, se trata de sucesos compatibles. Sin embargo, el suceso
C = {1,3} es incompatible con A ya que ANC = 0.
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5.1.4 Contrario de un suceso
Definicién 5.7 (Suceso contrario). Dado suceso A C (2, se llama suceso contrario o

complementario de A, y se denota A, al suceso formado por los elementos de € que no
pertenecen a A, es decir,

A={z|x ¢ A}

|

Figura 5.4: Contrario de un suceso.

El suceso contrario A ocurre siempre que no ocurre A.

Ejemplo 5.8. Dado el espacio muestral correspondiente al lanzamiento de un dado
Q= {1,2,3,4,5,6} y los sucesos A = {2,4,6} y B = {1,2,3,4}, el contrario de A es
A={1,35}.

5.1.5 Diferencia de sucesos
Definicién 5.8 (Suceso diferencia). Dados dos sucesos A, B C , se llama suceso dife-

rencia de Ay B,y se denota A — B, al suceso formado por los elementos de A que no
pertenecen a B, es decir,

A—B={r|lreAyxz¢ B} =ANB.

0

Figura 5.5: Diferencia de sucesos.
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El suceso diferencia A — B ocurre siempre que ocurre A pero no ocurre B, y también
puede expresarse como AN B.

Ejemplo 5.9. Dado el espacio muestral correspondiente al lanzamiento de un dado

0 ={1,2,3,4,5,6} y los sucesos A = {2,4,6} y B = {1,2,3,4}, la diferencia de Ay B
es A— B = {6}, y la diferencia de By A es B— A ={1,3}.

5.1.6 Algebra de sucesos

Dados los sucesos A, B,C € P(f2), se cumplen las siguientes propiedades:

1. AUA=A, AN A= A (idempotencia).
2. AUB=BUA, AN B = BN A (conmutativa).
3. (AUB)UC =AU (BUC), (ANB)NC =AnN(BNC) (asociativa).
4. (AUB)NC =(ANnC)U(BNC), (ANB)UC = (AUuC)N(BUC) (distributiva).
5. AU = A, AN E = A (elemento neutro).
6. AUE=FE, An( =0 (elemento absorbente).
7. AUA=E, An A = (elemento simétrico complementario).
8. A = A (doble contrario).
9. AUB=ANDB, AN B = AU B (leyes de Morgan).
10. AnNBC AUB.

5.2 Definicién de probabilidad

5.2.1 Definicion clasica de probabilidad

Definicién 5.9 (Probabilidad - Laplace). Dado un espacio muestral {2 de un experi-
mento aleatorio donde todos los elementos de 2 son equiprobables, la probabilidad de un
suceso A C  es el cociente entre el nimero de elementos de A y el nimero de elementos
de Q

|A]  n° casos favorables a A

P(A) = =
) Q| n® casos posibles

Esta definicién es ampliamente utilizada, aunque tiene importantes restricciones:

e Es necesario que todos los elementos del espacio muestral tengan la misma proba-
bilidad de ocurrir (equiprobabilidad).

e No puede utilizarse con espacios muestrales infinitos, o de los que no se conoce el
nimero de casos posibles.

111



O Precaucién

Esto no se cumple en muchos experimentos aleatorios reales.

Ejemplo 5.10. Dado el espacio muestral correspondiente al lanzamiento de un dado
Q=1{1,2,3,4,5,6} y el suceso A = {2,4,6}, la probabilidad de A es

A
A3 s

P(A)_|Q\_6

Sin embargo, si se considera el espacio muestral correspondiente a observar el grupo
sanguineo de un individuo al azar, Q = {O, A, B, AB}, no se puede usar la definicién
clasica de probabilidad para calcular la probabilidad de que tenga grupo sanguineo A,

Al _ 1

va que los grupos sanguineos no son igualmente probables en las poblaciones humanas.
5.2.2 Definicion frecuentista de probabilidad
Teorema 5.1 (Ley de los grandes nimeros). Cuando un experimento aleatorio se repite

un gran numero de veces, las frecuencias relativas de los sucesos del experimento tienden
a estabilizarse en torno a cierto numero, que es precisamente su probabilidad.

De acuerdo al teorema anterior, podemos dar la siguiente definicién

Definicién 5.10 (Probabilidad frecuentista). Dado un espacio muestral 2 de un ex-
perimento aleatorio reproducible, la probabilidad de un suceso A C € es la frecuencia
relativa del suceso A en infinitas repeticiones del experimento

P(A) = lim,,_,. A

n—00
n

Aunque esta definicién es muy 1til en experimentos cientificos reproducibles, también
tiene serios inconvenientes, ya que

e Sélo se calcula una aproximacién de la probabilidad real.
e La repeticion del experimento debe ser en las mismas condiciones.
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Ejemplo 5.11. Dado el espacio muestral correspondiente al lanzamiento de una moneda
Q = {C, X}, si después de lanzar la moneda 100 veces obtenemos 54 caras, entonces la
probabilidad de C' es aproximadamente

n 54

Si se considera el espacio muestral correspondiente a observar el grupo sanguineo de
un individuo al azar, Q@ = {0, A, B, AB}, si se toma una muestra aleatoria de 1000
personas y se observa que 412 tienen grupo sanguineo A, entonces la probabilidad del
grupo sanguineo A es aproximadamente

412
PA)="4 = == — 412
n 1000

5.2.3 Definicion axiomatica de probabilidad

Definicién 5.11 (Probabilidad - Kolmogérov). Dado un espacio muestral 2 de un
experimento aleatorio, una funcién de probabilidad es una aplicacién que asocia a cada
suceso A C Q un nimero real P(A), conocido como probabilidad de A, que cumple los
siguientes axiomas:

1. La probabilidad de un suceso cualquiera es positiva o nula,
P(A) > 0.

2. La probabilidad del suceso seguro es igual a la unidad,
P(Q)=1.

3. La probabilidad de la unién de dos sucesos incompatibles (AN B = () es igual a
la suma de las probabilidades de cada uno de ellos,

P(AU B) = P(A) + P(B).

Teorema 5.2. Si P es una funcion de de probabilidad de un espacio muestral €, entonces
para cualesquiera sucesos A, B € ), se cumple

1. P(A)=1—P(A).

2. P(0) = 0.

3. 8i A C B entonces P(A) < P(B).
4. P(A) < 1.

5. P(A— B) = P(A) — P(AN B).
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6. Si A y B son sucesos compatibles, es decir, su interseccion no es vacia, entonces

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).

7. Si el suceso A estd compuesto por los sucesos elementales ey, ey, ..., €, , entonces

3 .7
1 Demostracion

P(AUA)=P(Q) = P(A)+ P(A) =1= P(A) =1— P(A).

P0)=PQ)=1-P(Q)=1-1=0.

A
2.0
3. B= AU(B—A). Como Ay B—A son incompatibles, P(B) = P(AU(B—A)) =
P(A)+ P(B—A) > P(A).

Si pensamos en probabilidades como areas, es facil de ver graficamente,

0

Figura 5.6: Probabilidad de un suceso incluido en otro.

1. ACQ= P(A) < P(Q) = 1.

5. A= (A—-B)U(ANB). Como A— By AN B son incompatibles, P(A) =
P(A—B)+ P(AnB)= P(A—B)=P(A)— P(ANB).

Si pensamos en probabilidades como areas, es facil de ver graficamente,

0
A B

Figura 5.7: Probabilidad de la diferencia de dos sucesos.
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6. AUB=(A—B)U(B—A)U(ANB). Como A—B, B—Ay AN B son
incompatibles, P(AU B) = P(A— B)+ P(B— A)+ P(ANB) = P(A) —
P(ANB)+ P(B)—P(ANB)+ P(ANB)=P(A)+ P(B)— P(AUB).

Si pensamos en probabilidades como areas, es facil de ver graficamente,

0

Figura 5.8: Probabilidad de la unién de dos sucesos.

7o A=Aep, e ={ejU~Ule,; = P(A) = P({e;}U--Ufe, }) = P({e )+
- P({e,}).

O

5.2.4 Interpretacion de la probabilidad

Como ha quedado claro en los axiomas anteriores, la probabilidad de un evento A es un
nimero real P(A) que estd siempre entre 0 y 1.

En cierto modo, este niimero expresa la verosimilitud del evento, es decir, la confianza
que hay en que ocurra A en el experimento. Por tanto, también nos da una medida de
la incertidumbre sobre el suceso.

 La mayor incertidumbre corresponde a P(A) = 0.5 (Es tan probable que ocurra A
COmo que No ocurra).

o La menor incertidumbre corresponde a P(A) = 1 (A sucederd con absoluta certeza)
y P(A) =0 (A no sucederd con absoluta certeza).

Cuando P(A) estd més préximo a 0 que a 1, la confianza en que no ocurra A es mayor
que la de que ocurra A. Por el contrario, cuando P(A) estd mas préximo a 1 que a 0, la
confianza en que ocurra A es mayor que la de que no ocurra A.
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5.3 Probabilidad condicionada

5.3.1 Experimentos condicionados

En algunas ocasiones, es posible que tengamos alguna informacién sobre el experimento
antes de su realizacién. Habitualmente esa informacién se da en forma de un suceso B
del mismo espacio muestral que sabemos que es cierto antes de realizar el experimento.

En tal caso se dice que el suceso B es un suceso condicionante, y la probabilidad de otro
suceso A se conoce como y se expresa

P(A|B).
Esto debe leerse como probabilidad de A dado B o probabilidad de A bajo la condicion
de B.
Los condicionantes suelen cambiar el espacio muestral del experimento y por tanto las

probabilidades de sus sucesos.

Ejemplo 5.12. Supongamos que tenemos una muestra de 100 hombres y 100 mujeres
con las siguientes frecuencias

No fumadores | Fumadores
Mujeres 80 20
Hombres 60 40

Entonces, usando la definicién frecuentista de probabilidad, la probabilidad de que una
persona elegida al azar sea fumadora es

60
P(Fumadora) = — = 0.3.
( ) 200
Sin embargo, si se sabe que la persona elegida es mujer, entonces la muestra se reduce a
la primera fila, y la probabilidad de ser fumadora es

20

P(Fumadora|Mujer) = 00 =

0.2.
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5.3.2 Probabilidad condicionada

Definicién 5.12 (Probabilidad condicionada). Dado un espacio muestral € de un ex-
perimento aleatorio, y dos dos sucesos A, B C 2, la probabilidad de A condicionada por
B es

puaip) = T

siempre y cuando, P(B) # 0.

Esta definiciéon permite calcular probabilidades sin tener que alterar el espacio muestral
original del experimento.

Ejemplo 5.13. En el ejemplo anterior

) P(Fumadora N Mujer)  20/200 20
P(F d M = = = =02
(Fumadora|Mujer) P(Mujer) 100/200 100

5.3.3 Probabilidad del suceso interseccion

A partir de la definicién de probabilidad condicionada es posible obtener la férmula para
calcular la probabilidad de la interseccién de dos sucesos.

P(AN B) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).

Ejemplo 5.14. En una poblacién hay un 30% de fumadores y se sabe que el 40% de los
fumadores tiene cancer de pulmén. La probabilidad de que una persona elegida al azar
sea fumadora y tenga cancer de pulmoén es

P(Fumadora N Cancer) = P(Fumadora)P(Cancer|Fumadora) = 0.3 x 0.4 = 0.12.
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5.3.4 Independencia de sucesos

En ocasiones, la ocurrencia del suceso condicionante no cambia la probabilidad original
del suceso principal.

Definicién 5.13 (Sucesos independientes). Dado un espacio muestral Q de un experi-
mento aleatorio, dos sucesos A, B C € son independientes si la probabilidad de A no se
ve alterada al condicionar por B, y viceversa, es decir,

P(A|B)=P(A) and P(B|A)= P(B),
si P(A) #0y P(B) # 0.
Esto significa que la ocurrencia de uno evento no aporta informacion relevante para

cambiar la incertidumbre sobre el otro.

Cuando dos eventos son independientes, la probabilidad de su interseccién es igual al
producto de sus probabilidades,

P(ANB) = P(A)P(B).

5.4 Espacio probabilistico

Definicién 5.14 (Espacio probabilistico). Un espacio probabilistico de un experimento
aleatorio es una terna (2, F, P) donde

e  es el espacio muestral del experimento.
e J es un un conjunto de sucesos del experimento.
e P es una funcién de probabilidad.

Si conocemos la probabilidad de todos los elementos de €2, entonces podemos calcular
la probabilidad de cualquier suceso en F y se puede construir facilmente el espacio
probabilistico.

Para determinar la probabilidad de cada suceso elemental se puede utilizar un diagrama
de arbol, mediante las siguientes reglas:

1. Para cada nodo del arbol, etiquetar la rama que conduce hasta él con la probabi-
lidad de que la variable en ese nivel tome el valor del nodo, condicionada por los
sucesos correspondientes a sus nodos antecesores en el arbol.

2. La probabilidad de cada suceso elemental en las hojas del arbol es el producto de
las probabilidades de las ramas que van desde la raiz a la hoja del arbol.
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X Y 0 Probabilidad

P(x1)P(yqlxq1)

P(yllxl) yl - - - (Xl,yl) ********* P(x1 ﬂyl)
X1

P(xy P(x1)P(y2lx1)
Paplxy — Y2 --- (X1,Y2) --------- P(xy Ny2)

P(x3)P(y11x2)
> P(yilxa) —yq --- (xp,11) MR Rl P(x; Nyp)

X

Y P(x2)P(y21x2)

Py Y2 --- (X, Yp) --------- P(x; Ny2)

Figura 5.9: Diagrama de arbol de un espacio probabilistico.

5.4.1 Arboles de probabilidad con variables dependientes

Ejemplo 5.15. Sea una poblacién en la que el 30% de las personas fuman, y que
la incidencia del cdncer de pulmén en fumadores es del 40% mientras que en los no
fumadores es del 10%.

El espacio probabilistico del experimento aleatorio que consiste en elegir una persona al
azar y medir las variables Fumar y Cancer de pulmén se muestra a continuacién.

Céancer

Fumar pulmén 0 Probabilidad
0.3-0.4
0.4 C----(5C) ---"=-"--- 0.12
S <
0.3 — — 0.3-0.6
0.6 ~C----(SC)-—-------- 0.18
0.7-0.1

07 _ 0.1 C”’*(ﬁ,C)*****fif——O'07
‘ F < — —— 0.7-0.9
09 ~C----FQC)---------- 0.63
Figura 5.10: Diagrama de arbol del espacio probabilistico de fumar y tener cancer de
pulmén.

5.4.2 Arboles de probabilidad con variables independientes

Ejemplo 5.16. El arbol de probabilidad asociado al experimento aleatorio que consiste
en el lanzamiento de dos monedas se muestra a continuacion.
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Primera  Segunda

0 Probabilidad
moneda moneda
05 C----(CQ) --2292 025
C <
0.5 0.5-0.5
05 = X----(CX)---------- 0.25

o
Ul
X
o/ \e
o/ \G»
@)
I
I
I
|
—_
=
@]
N
I
I
o
a
o
m\
|
|
o O
NN
(G2 NG |

X----(XX)----2 -1

Figura 5.11: Didgrama de arbol del espacio probabilistico del lanzamiento de dos mone-
das.

Ejemplo 5.17. Dada una poblacién en la que hay un 40% de hombres y un 60% de
mujeres, el experimento aleatorio que consiste en tomar una muestra aleatoria de tres
personas tiene el arbol de probabilidad que se muestra a continuacién.

Personal Persona2 Persona3 () Probabilidad
0.6-0.6-0.6
- MMM) -=- -2 0.216
M <
0.6 0.6-0.6-0.4
H-- MMH) -~---=--- 0.144
M
.6-0.4-0.
06 M-- MHM) 6:04:0¢ 514y
0.4
0.6 H < 6-0.4-04
H**r(MHH) ———————— 0.096
4-0.6-0.
(HM,M) 04:06:06 0.144
0.4 M <
0.6 -0.6-0.4
H**r(HMH) ———————— 0.096
H 0.4-04-0.6

0.6 M-~ (HHM)----=--= 0.0%
0.5 oy <
04-04-04
04 ~H---HHH)-------~ 0.064
Figura 5.12: Diagrama de arbol del espacio probabilistico del sexo de tres individuos
elegidos al azar.

5.5 Teorema de la probabilidad total

Definicién 5.15 (Sistema completo de sucesos). Una coleccién de sucesos A, Ay, ..., 4,
de un mismo espacio muestral € es un sistema completo si cumple las siguientes condi-
ciones:

1. La unién de todos es el espacio muestral: A, U---UA, = Q.
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2. Son incompatibles dos a dos: A; N A; =0 Vi # j.

0

Figura 5.13: Particiéon del espacio muestral en un sistema completo de sucesos.

En realidad un sistema completo de sucesos es una particién del espacio muestral de
acuerdo a algin atributo, como por ejemplo el sexo o el grupo sanguineo.

5.5.1 Teorema de la probabilidad total

Conocer las probabilidades de un determinado suceso en cada una de las partes de un
sistema completo puede ser 1util para calcular su probabilidad.

Teorema 5.3 (Probabilidad total). Dado un sistema completo de sucesos Ay,..., A, y
un suceso B de un espacio muestral S0, la probabilidad de cualquier suceso B del espacio
muestral se puede calcular mediante la formula

= zn:P(Ai NB) = zn:P(Ai>P(B|Ai>'

[J .7
1 Demostracion

Prueba. La demostracion del teorema es sencilla, ya que al ser A4, ..., A,, un sistema
completo tenemos

B=BNE=BN(A,U--UA,)=(BNA)U-U(BNA,)

y como estos sucesos son incompatibles entre si, se tiene

P(B)=P((BNA))U--U(BNA,)=PBNA))+-+PBNA,) =

= P(A,)P(B/A,) + -+ P(A,)P(B/A,) ZP P(B/A;).
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A nBA,nB| - A,nB

Al A2 AI’l

Figura 5.14: Teorema de la probabilidad total.

O]

Ejemplo 5.18. Un determinado sintoma S puede ser originado por una enfermedad
FE pero también lo pueden presentar las personas sin la enfermedad. Sabemos que la
prevalencia de la enfermedad E es 0.2. Adem4s, se sabe que el 90% de las personas con
la enfermedad presentan el sintoma, mientras que sélo el 40% de las personas sin la en-
fermedad lo presentan. Si se toma una persona al azar de la poblacién, ;qué probabilidad
hay de que tenga el sintoma?

Para responder a la pregunta se puede aplicar el teorema de la probabilidad total usando
el sistema completo {E, F'}:

P(S) = P(E)P(S|E)+ P(E)P(S|E) =0.2-0.9+0.8-0.4 = 0.5.

Es decir, la mitad de la poblacién tendré el sintoma.
iEn el fondo se trata de una media ponderada de probabilidades!

La respuesta a la pregunta anterior es evidente a la luz del arbol de probabilidad del
espacio probabilistico del experimento.

Enfermedad Sintoma (@] Probabilidad
09 _—§----(D,5) - =7~ 0.18
D <
0.2 _ 0.2-0.1
01™~§----(D,§) ------"--- 0.02

Figura 5.15: Aplicacién del teorema de la probabilidad total en un espacio probabilistico.
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P(S) = P(E,S) + P(E,S) = P(E)P(S|E) + P(E)P(S|E)
=02-094+0.8-0.4=0.184+0.32=0.5.

5.6 Teorema de Bayes

Los sucesos de un sistema completo de sucesos A;,--, A, también pueden verse como
las distintas hipétesis ante un determinado hecho B.

En estas condiciones resulta 1til poder calcular las probabilidades a posteriori P(A,|B)
de cada una de las hipétesis.

Teorema 5.4 (Bayes). Dado un sistema completo de sucesos Ay, ..., A, y un suceso B
de un espacio muestral  y otro suceso B del mismo espacio muestral, la probabilidad de
cada suceso A; i =1,...,n condicionada por B puede calcularse con la siguiente formula

CP(ANB)_ PA)P(BIA)
P(4;|B) = P(B) S P(A)P(B|A;)

Ejemplo 5.19. En el ejemplo anterior, una pregunta mas interesante es qué diagnosticar
a una persona que presenta el sintoma.

En este caso se puede interpretar £y E como las dos posibles hipétesis para el sintoma,
S. Las probabilidades a priori para ellas son P(FE) = 0.2 y P(E) = 0.8. Esto quiere decir
que si no se dispone de informacién sobre el sintoma, el diagndstico sera que la persona

no tiene la enfermedad.

Sin embargo, si al reconocer a la persona se observa que presenta el sintoma, dicha
informacién condiciona a las hipdtesis, y para decidir entre ellas es necesario calcular sus
probabilidades a posteriori, es decir, P(E|S) y P(E|S).

Para calcular las probabilidades a posteriori se puede utilizar el teorema de Bayes:

B P(E)P(S|E) B 0.2-0.9 - 018
P(EIS) = P(E)P(S|E)+ P(E)P(S|E) 02-09+08-04 05 0.36,

—— P(E)P(S|E) B 0.8 0.4 032
P(EIS) = P(E)P(S|E)+ P(E)P(S|E) 02-09+08-04 05 0.6

Como se puede ver la probabilidad de tener la enfermedad ha aumentado. No obstante,
la probabilidad de no tener la enfermedad sigue siendo mayor que la de tenerla, y por
esta razon el diagnéstico seguira siendo que no tiene la enfermedad.
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En este caso se dice que el sintoma S no es determinante a la hora de diagnosticar la
enfermedad.

5.7 Epidemiologia

Una de las ramas de la Medicina que hace un mayor uso de la probabilidad es la , que
estudia la distribucién y las causas de las enfermedades en las poblaciones, identificando
factores de riesgos para las enfermedades de cara a la atencién médica preventiva.

En Epidemiologia interesa la frecuencia de un suceso médico E (tipicamente una enfer-
medad como la gripe, un factor de riesgo como fumar o un factor de protecciéon como
vacunarse) que se mide mediante una variable nominal con dos categorias (ocurrencia o
no del suceso).

Hay diferentes medidas relativas a la frecuencia de un suceso médico. Las mas importan-
tes son:

e Prevalencia

e Incidencia

o Riesgo relativo
e (Odds ratio

5.7.1 Prevalencia

Definicién 5.16 (Prevalencia). La prevalencia de un suceso médico E' es la proporcién
de una poblacién que estd afectada por el suceso.

N€¢ individuos afectados por F

P lencia(FE) =
revalencia( ) Tamano poblacional

A menudo, la prevalencia se estima mediante una muestra como la frecuencia relativa de
los individuos afectados por el suceso en la muestra. Es también comiin expresarla esta
frecuencia como un porcentaje.

Ejemplo 5.20. Para estimar la prevalencia de la gripe se estudié una muestra de 1000
personas de las que 150 presentaron gripe. Asi, la prevalencia de la gripe es aproxima-
damente 150/1000 = 0.15, es decir, un 15%.
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5.7.2 Incidencia

La mide la probabilidad de ocurrencia de un suceso médico en una poblacién durante
un periodo de tiempo especifico. La incidencia puede medirse como una proporciéon
acumulada o como una tasa.

Definicién 5.17 (Incidencia acumulada). La incidencia acumulada de un suceso médico
E es la proporcion de individuos que experimentaron el evento en un periodo de tiempo,
es decir, el nimero de nuevos casos afectados por el evento en el periodo de tiempo,
divido por el tamano de la poblacién inicialmente en riesgo de verse afectada.

N¢ de nuevos casos con F

R(F) = .
(E) Tamaiio de la poblacién en riesgo

Ejemplo 5.21. Una poblaciéon contenia inicialmente 1000 personas sin gripe y después
de dos afios se observd que 160 de ellas sufrieron gripe. La incidencia acumulada de la
gripe es 160 casos pro 1000 personas por dos anos, es decir, 16% en dos anos.

5.7.3 Tasa de incidencia o Riesgo absoluto
Definicién 5.18 (Riesgo absoluto). La tasa de incidencia o riesgo absoluto de un suceso
médico F es el nimero de nuevos casos afectados por el evento divido por la poblaciéon

en riesgo y por el nimero de unidades temporales del periodo considerado.

N® nuevos casos con E

R(E) =
(B) Tamano poblacién en riesgo x N2 unidades de tiempo

Ejemplo 5.22. Una poblacién contenia inicialmente 1000 personas sin gripe y después
de dos anos se observé que 160 de ellas sufrieron gripe. Si se considera el afio como
intervalo de tiempo, la tasa de incidencia de la gripe es 160 casos dividida por 1000
personas y por dos anos, es decir, 80 casos por 1000 personas-afio o 8% de personas al
ano.

5.7.4 Prevalencia vs Incidencia

La prevalencia no debe confundirse con la incidencia. La prevalencia indica cémo de
extendido esté el suceso médico en una poblacién, sin preocuparse por cuando los sujetos
se han expuesto al riesgo o durante cuanto tiempo, mientras que la incidencia se fija en
el riesgo de verse afectado por el suceso en un periodo concreto de tiempo.

Asi, la prevalencia se calcula en estudios transversales en un momento temporal puntual,
mientras que para medir la incidencia se necesita un estudio longitudinal que permita
observar a los individuos durante un periodo de tiempo.
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La incidencia es més util cuando se pretende entender la causalidad del suceso: por
ejemplo, si la incidencia de una enfermedad en una poblacién aumenta, seguramente hay
un factor de riesgo que lo estd promoviendo.

Cuando la tasa de incidencia es aproximadamente constante en la duracién del suceso,
la prevalencia es aproximadamente el producto de la incidencia por la duracién media
del suceso, es decir,

Prevalencia = Incidencia x duracién

5.7.5 Comparacion de riesgos

Para determinar si un factor o caracteristica esta asociada con el suceso médico es nece-
sario comparar el riesgo del suceso en dos poblaciones, una expuesta al factor y la otra
no. El grupo expuesto al factor se conoce como grupo tratamiento o grupo experimental
T y el grupo no expuesto como grupo control C.

Habitualmente los casos observados para cada grupo se representan en una tabla de 2 x 2
como la siguiente:

Suceso F

No suceso E

Grupo tratamiento T’
a

b

Grupo control C

c

d

5.7.6 Riesgo atribuible o diferencia de riesgos RA

Definicién 5.19 (Riesgo atribuible). El riesgo atribuible o diferencia de riesgo de un
suceso médico F para los individuos expuestos a un factor es la diferencia entre los
riesgos absolutos de los grupos tratamiento y control.

a C

a+b c+d

RA(E) = Rp(E) — Re(E) =
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El riesgo atribuible es el riesgo de un suceso que es debido especificamente al factor de
interés.

Obsérvese que el riesgo atribuible puede ser positivo, cuando el riesgo del grupo trata-
miento es mayor que el del grupo control, o negativo, de lo contrario.

Ejemplo 5.23. Para determinar la efectividad de una vacuna contra la gripe, una
muestra de 1000 personas sin gripe fueron seleccionadas al comienzo del ano. La mitad
de ellas fueron vacunadas (grupo tratamiento) y la otra mitad recibieron un placebo
(grupo control). La tabla siguiente resume los resultados al final del ano.

Gripe E

No gripe E

Grupo tratamiento (vacunados)
20

480

Grupo control (No vacunados)
80

420

El riesgo atribuible de contraer la gripe cuando se es vacunado es

= 20 8 = —0.12.
204480 804420

AR(D)

Esto quiere decir que el riesgo de contraer la gripe es un 12% menor en vacunados que
en no vacunados.

5.7.7 Riesgo relativo RR

Definicién 5.20 (Riesgo relativo). El riesgo relativo de un suceso médico E para los
individuos expuestos a un factor es el cociente entre las proporciones de individuos
afectados por el suceso en un periodo de tiempo de los grupos tratamiento y control. Es
decir, el cociente entre las incidencias de grupo tratamiento y el grupo control.

RR(D) = Riesgo grupo tratamiento  Rp(E)  a/(a+
~ Riesgo grupo control  Rq(E)  c¢/(c+d)
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1 Interpretacién

El riesgo relativo compara el riesgo de desarrollar un suceso médico entre el grupo
tratamiento y el grupo control.

e RR =1 = No hay asociacion entre el suceso y la exposicion al factor.
e RR <1 = La exposicién al factor disminuye el riesgo del suceso.
e RR > 1 = La exposicién al factor aumenta el riesgo del suceso.

Cuanto maés lejos de 1, mas fuerte es la asociacion.

Ejemplo 5.24. Para determinar la efectividad de una vacuna contra la gripe, una
muestra de 1000 personas sin gripe fueron seleccionadas al comienzo del ano. La mitad
de ellas fueron vacunadas (grupo tratamiento) y la otra mitad recibieron un placebo
(grupo control). La tabla siguiente resume los resultados al final del afio.

Gripe E

No gripe E

Grupo tratamiento (vacunados)
20

480

Grupo control (No vacunados)
80

420

El riesgo relativo de contraer la gripe cuando se es vacunado es

~20/(20 + 480)

= LT .25,
80/(80 + 420)

RR(D)

Asi, la probabilidad de contraer la gripe en los individuos vacunados fue la cuarta parte
de la de contraerla en el caso de no haberse vacunado, es decir, la vacuna reduce el riesgo
de gripe un 75%.
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5.7.8 Odds

Una forma alternativa de medir el riesgo de un suceso médico es el odds.

Definiciéon 5.21. El odds de un suceso médico F en una poblacién es el cociente entre
el nimero de individuos que adquirieron el suceso y los que no en un periodo de tiempo.

N€ nuevos casos con £ P(E)
ODDS(FE) = = —=.
(E) N© casos sin B P(FE)

A diferencia de la incidencia, que es una proporcién menor o igual que 1, el odds puede
ser mayor que 1. No obstante es posible convertir el odds en una probabilidad con al
formula

_ ODDS(E)
P&) = ODDS(E) +1°

Ejemplo 5.25. Una poblaciéon contenia inicialmente 1000 personas sin gripe. Después
de un afio 160 de ellas tuvieron gripe. Entonces el odds de la gripe es 160/840.

Obsérvese que la incidencia es 160/1000.

5.7.9 Odds ratio OR

Definicién 5.22 (Odds ratio). El odds ratio o la oportunidad relativa de un suceso
médico E para los individuos expuestos a un factor es el cociente entre los odds del
sucesos de los grupos tratamiento y control.

OR(E) = Odds en grupo tratamiento L/b _ad

Odds en grupo control  ¢/d ~ be’

1 Interpretacion

El odds ratio compara los odds de un suceso médico entre el grupo tratamiento y
control. La interpretacién es similar a la del riesgo relativo:

e OR =1 = No existe asociacion entre el suceso y la exposiciéon al factor.
e OR <1 = La exposicién al factor disminuye el riesgo del suceso.
e OR > 1 = La exposicién al factor aumenta el riesgo del suceso.

Cuanto maés lejos de 1, mas fuerte es la asociacion.
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Ejemplo 5.26. Para determinar la efectividad de una vacuna contra la gripe, una
muestra de 1000 personas sin gripe fueron seleccionadas al comienzo del afio. La mitad
de ellas fueron vacunadas (grupo tratamiento) y la otra mitad recibieron un placebo
(grupo control). La tabla siguiente resume los resultados al final del afno.

Gripe FE

No gripe E

Grupo tratamiento (vacunados)
20

480

Grupo control (No vacunados)
80

420

El odds ratio de sufrir la gripe para los individuos vacunados es

~20/480

= = 0.21875.
80/420 021875

OR(D)

Esto quiere decir que el odds de sufrir la gripe frente a no sufrirla en los vacunados
es casi un quinto del de los no vacunados, es decir, que aproximadamente por cada 22
personas vacunadas con gripe habra 100 personas no vacunadas con gripe.

5.7.10 Riesgo relativo vs Odds ratio

El riesgo relativo y el odds ratio son dos medidas de asociacién pero su interpretacién
es ligeramente diferente. Mientras que el riesgo relativo expresa una comparacion de
riesgos entre los grupos tratamiento y control, el odds ratio expresa una comparacion de
odds, que no es lo mismo que el riesgo. Asi, un odds ratio de 2 no significa que el grupo
tratamiento tiene el doble de riesgo de adquirir el suceso.

La interpretacién del odds ratio es un poco méas enrevesada porque es contrafactual, y
nos da cuantas veces es mas frecuente el suceso en el grupo tratamiento en comparacion
con el control, asumiendo que en el grupo control es tan frecuente que ocurra el suceso
como que no.

La ventaja del odds ratio es que no depende de la prevalencia o la incidencia del suceso,
y debe usarse siempre que el nimero de individuos que presenta el suceso se selecciona
arbitrariamente en ambos grupos, como ocurre en los estudios casos-control.
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Ejemplo 5.27. Para determinar la asociacién entre el cancer de pulmén y fumar se
tomaron dos muestras (la segunda con el doble de individuos sin céncer) obteniendo los
siguientes resultados:

Muestra 1
Céancer

No cancer
Fumadores
60

80

No fumadores

40
320
60/(60 + 80)
RR(D) = ————— = 3.86.
(D) 40/(40 4 320)
60/80
OR(D) = 40/320
Muestra 2
Céncer
No céancer
Fumadores
60
160
No fumadores
40
640
60/(60 + 160)
RR(D)= —(———- = 4.64.
(D) 40/(40 4 640)
60/160
D = =
OR(D) 40/640 6
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Asi, cuando cambia la incidencia o prevalencia de un suceso (cédncer de pulmoén) el riesgo
relativo cambia, mientras que el odds ratio no.

La relacion entre el riesgo relativo y el odds ratio viene dada por la siguiente férmula

]__
OR _opl— R

RR =

donde R~ and R son la prevalencia o la incidencia en los grupos control y tratamiento
respectivamente.

El odds ratio siempre sobrestima el riesgo relativo cuando este es mayor que 1 y lo
subestima cuando es menor que 1. No obstante, con sucesos médicos raros (con una
prevalencia o incidencia baja) el riesgo relativo y el odds ratio son casi iguales.

Riesgo relativo vs Odds ratio

Riesgo en el grupo control

05 03 02 0.1 0.05 0.01

9 —
8 —
7 —

S 6 —

&

0 5

o

o

©) 4
3 —
2 —
1 —
0 —

Riesgo relativo

Figura 5.16: Odss ratio versus riesgo relativo.
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5.8 Tests diagnodsticos

En Epidemiologia es comin el uso de test para diagnosticar enfermedades.

Generalmente estos test no son totalmente fiables, sino que hay cierta probabilidad de
acierto o fallo en el diagnéstico, que suele representarse en la siguiente tabla:

Presencia enfermedad F
Ausencia enfermedad E
Test positivo +
Verdadero positivo V P
Falso positivo F'P

Test negativo —

Falso negativo FFIN
Verdadero Negativo VN

5.8.1 Sensibilidad y especificidad de un test diagnéstico

La fiabilidad de un test diagndstico depende de las siguientes probabilidades.

Definicién 5.23 (Sensibilidad). La sensibilidad de un test diagndstico es la proporcién
de resultados positivos del test en personas con la enfermedad,

VP
P(+|B) = VP+FN’

Definicién 5.24 (Especificidad). La especificidad de un test diagnéstico es la proporcién
de resultados negativos del test en personas sin la enfermedad,

_ VN
P(-|B) = VN + FP’

Normalmente existe un balance entre la sensibilidad y la especificidad.

Un test con una alta sensibilidad detectara la enfermedad en la mayoria de las personas
enfermas, pero también dard mas falsos positivos que un test menos sensible. De este
modo, un resultado positivo en un test con una gran sensibilidad no es muy util para
confirmar la enfermedad, pero un resultado negativo es 1til para descartar la enfermedad,
ya que raramente da resultados negativos en personas con la enfermedad.
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Por otro lado, un test con una alta especificidad descartara la enfermedad en la mayoria
de las personas sin la enfermedad, pero también producira mas falsos negativos que un
test menos especifico. Asi, un resultado negativo en un test con una gran especificidad
no es util para descartar la enfermedad, pero un resultado positivo es muy til para
confirmar la enfermedad, ya que raramente da resultados positivos en personas sin la
enfermedad.

Ejemplo 5.28. Un test diagnéstico para la gripe se ha aplicado a una muestra aleatoria
de 1000 personas. Los resultados aparecen resumidos en la siguiente tabla.

Presencia de gripe F
Ausencia de gripe E
Test +

95

90

Test —

5

810

Segun esta muestra, la prevalencia de la gripe puede estimarse como

C95+5

P(FE) = =0.1
() 1000 0
La sensibilidad del test diagnéstico es
95
P(+|FE) = =0.95.
(+E) 95+ 5
Y la especificidad es
— 810
P(—|E)=———=0.9.
(=1E) 90 + 810 09

Asi pues, se trata de un buen test tanto para descartar la enfermedad como para confir-
marla, pero es un poco mejor para confirmarla que para descartarla porque la especifici-
dad es mayor que la sensibilidad.

Decidir entre un test con una gran sensibilidad o un test con una gran especificidad
depende del tipo de enfermedad y el objetivo del test. En general, utilizaremos un test
sensible cuando:

134



e La enfermedad es grave y es importante detectarla.
e La enfermedad es curable.
e Los falsos positivos no provocan traumas serios.

Y utilizaremos un test especifico cuando:

e La enfermedad es importante pero dificil o imposible de curar.
o Los falsos positivos pueden provocar traumas serios.
o El tratamiento de los falsos positivos puede tener graves consecuencias.

5.8.2 Valores predictivos de un test diagnéstico

Pero el aspecto mas importante de un test diagnodstico es su poder predictivo, que se
mide con las siguientes probabilidades a posteriori.

Definicién 5.25 (Valor predictivo positivo). El valor predictivo positivo de un test diag-
néstico es la proporcién de personas con la enfermedad entre las personas con resultado
positivo en el test,

VP
PENY) = 5 Fp

Definicién 5.26 (Valor predictivo negativo). El wvalor predictivo negativo de un test
diagnéstico es la proporcion de personas sin la enfermedad entre las personas con resul-
tado negativo en el test,

1 Interpretacion

Los valores predictivos positivo y negativo permiten confirmar o descartar la enfer-
medad, respectivamente, si alcanzan al menos el umbral de 0.5.

VPP > 0.5 = Diagnosticar la enfermedad
VPN > 0.5 = Diagnosticar la no enfermedad

No obstante, estas probabilidades dependen de la prevalencia de la enfermedad P(E).
Pueden calcularse a partir de la sensibilidad y la especificidad del test diagnodstico usando
el teorema de Bayes.
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VPP =PE+) =
(Bl = 3

VPN = P(E|-) =

Asi, con enfermedades frecuentes, el valor predictivo positivo aumenta, y con enferme-
dades raras, el valor predictivo negativo aumenta.

Ejemplo 5.29. Siguiendo con el ejemplo anterior de la gripe, se tiene que el valor
predictivo positivo del test es

= 0.5135.

VPP =P(E+) =
(El+) 95+ 90

Como este valor es mayor que 0.5, eso significa que se diagnosticara la gripe si el resultado

del test es positivo. No obstante, la confianza en el diagndstico serd baja, ya que el valor

es poco mayor que 0.5.

Por otro lado, el valor predictivo negativo es

— 810
VPN = P(B|-) = g0 = 0.9939.

Como este valor es casi 1, eso significa que es casi seguro que no se tiene la gripe cuando
el resultado del test es negativo.

Asi, se puede concluir que este test es muy potente para descartar la gripe, pero no lo
est tanto para confirmarla.

5.8.3 Razodn de verosimilitud de un test diagnéstico

La siguientes medidas también se derivan de la sensibilidad y la especificidad de un test
diagnéstico.

Definicién 5.27 (Razén de verosimilitud positiva). La razdn de verosimilitud positiva
de un test diagnostico es el cociente entre la probabilidad de un resultado positivo en
personas con la enfermedad y personas sin la enfermedad, respectivamente.

P(+|E) Sensibilidad

BV = 5 00E) = 1= Bspecificidad
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Definicién 5.28 (Razén de verosimilitud negativa). La razdn de verosimilitud negativa
de un test diagnédstico es el cociente entre la probabilidad de un resultado negativo en
personas con la enfermedad y personas sin la enfermedad, respectivamente.

P(—|E) 1 — Sensibilidad

RV— = — =
P(—|E) Especificidad

1 Interpretacién

La razon de verosimilitud positiva puede interpretarse como el niimero de veces
que un resultado positivo es mas probable en personas con la enfermedad que en
personas sin la enfermedad.

Por otro lado, la razén de verosimilitud negativa puede interpretarse como el nu-
mero de veces que un resultado negativo es mas probable en personas con la enfer-
medad que en personas sin la enfermedad.

Las probabilidades a posteriori pueden calculares a partir de las probabilidades a
priori usando las razones de verosimilitud

P(E)P(+|E) P(E)RV +

P(EH‘) = P(E)P("HE) + P(E)P(-HE) - 1 —P(E') + P(E)RV+

e Una razon de verosimilitud positiva mayor que 1 aumenta la probabilidad de
la enfermedad.

e Una razén de verosimilitud positiva menor que 1 disminuye la probabilidad
de la enfermedad.

e Una razén de verosimilitud 1 no cambia la probabilidad a priori de la de tener
la enfermedad.
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Relacién entre las probabilidades a priori,
a posteriori, y la razén de verosimilitud

1.0 Razoén verosimilitud
- ~—— RV-=0.01
2 0.8 —— RV-=0.05
g ~—— RV-=0.1
2. 0s- —— RV-=02
s —— RV-=05
g — RV+=1
= 04 —— RV+=2
< —— RV+=5
T 021 —— RV+=10
A~ — RV+=20

— RV+=100
0.0
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Probabilidad a priori

Figura 5.17: Razén de verosimilitud.
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6 Estimacion de parametros poblacionales

Los modelos de distribucién de probabilidad vistos en el tema anterior explican el com-
portamiento de las variables aleatorias, pero para ello debemos saber qué modelo de
distribucién sigue una determinada variable. Este es el primer paso de la etapa de Infe-
rencia Fstadistica.

Para determinar con exactitud el modelo de distribucién de una variable hay que conocer
la caracteristica estudiada en todos los individuos de la poblacién, lo cual no es posible
en la mayoria de los casos (inviabilidad econémica, fisica, temporal, etc.).

Para evitar estos inconvenientes se recurre al estudio de una muestra, a partir de la cual
se trata de averiguar, de manera aproximada, el modelo de distribucién de la variable en
la poblacién.

Estudiar un niimero reducido de individuos de una muestra en lugar de toda la poblacién
tiene indudables ventajas:

e Menor coste.
e Mayor rapidez.
e Mayor facilidad.

Pero también presenta algunos inconvenientes:

e Necesidad de conseguir una muestra representativa.
o Posibilidad de cometer errores (sesgos).

Afortunadamente, estos errores pueden ser superados: La representatividad de la muestra
se consigue eligiendo la modalidad de muestreo méas apropiada para el tipo de estudio;
en el caso de los errores, aunque no se pueden evitar, se tratara de reducirlos al maximo
y acotarlos.

6.1 Distribuciones muestrales

Los valores de una variable X en una muestra de tamano n de una poblacién pueden
verse como el valor de una variable aleatoria n-dimensional.
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Definicién 6.1 (Variable aleatoria muestral). Una variable aleatoria muestral de una va-
riable X estudiada en una poblacién es una coleccién de n variables aleatorias X, ..., X,
tales que:

o Cada una de las variables X, sigue la misma distribucién de probabilidad que la
variable X en la poblacion.
o Todas las variables X; son mutuamente independientes.

Los valores que puede tomar esta variable n dimensional, serdan todas las posibles mues-
tras de tamafio n que pueden extraerse de la poblacién.

Las tres caracteristicas fundamentales de la variable aleatoria muestral son:

e Homogeneidad: Las n variables que componen la variable aleatoria muestral
siguen la misma distribucién.

e Independencia: Las variables son independientes entre si.

¢ Modelo de distribucién: El modelo de distribuciéon que siguen las n variables.

Las dos primeras cuestiones pueden resolverse si se utiliza muestreo aleatorio simple
para obtener la muestra. En cuanto a la tultima, hay que responder, a su vez, a dos
cuestiones:

1. ;Qué modelo de distribucién se ajusta mejor a nuestro conjunto de datos? Esto se
resolverd, en parte, mediante la utilizacion de técnicas no paramétricas.

2. Una vez seleccionado el modelo de distribucién méas apropiado, ;jqué estadistico
del modelo nos interesa y como determinar su valor? De esto tltimo se encarga la
parte de la inferencia estadistica conocida como Estimacion de Parametros.

En este tema se abordara la segunda cuestion, es decir, suponiendo que se conoce el
modelo de distribucién de una poblacion, se intentara estimar los principales pardmetros
que la definen. Por ejemplo, los principales parametros que definen las distribuciones
vistas en el tema anterior son:

Distribucién  Parametro

Binomial n,p
Poisson A
Uniforme a,b
Normal W, o
Chi-cuadrado n
T-Student n
F-Fisher m,n

La distribucién de probabilidad de los valores de la variable muestral depende claramente
de la distribucién de probabilidad de los valores de la poblacién.
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Ejemplo 6.1. Sea una poblacién en la que la cuarta parte de las familias no tienen
hijos, la mitad de las familias tiene 1 hijo, y el resto tiene 2 hijos.

Distribucién muestral
| (X1, X3) | P(xq,x5) |

Distribucién (0,0) 0.0625
Poblacional (8, ;) 8(1)2;?
_P (x) Muestras de E 1’ 0; 0‘1250
0 0.25 tamano 2 (1’ 0 0‘2500
; 8§g (1,2) 0.1250

' (2,0) 0.0625

2,1) 0.1250

(2,2) 0.0625

Por ser funciéon de una variable aleatoria, un estadistico en el muestreo es también una
variable aleatoria. Por tanto, su distribuciéon de probabilidad también depende de la
distribucién de la poblacién y de los pardmetros que la determinan (u, o, p, ...).

Ejemplo 6.2. Si se toma la media muestral X de las muestras de tamaifio 2 del ejemplo
anterior, su distribuciéon de probabilidad es

Distribucion muestral
|(X1,X2)| P(xq,x5) |

(0,0) 0.0625 Distribucion
’ : dex

0,1) 0.1250 XT P
(0,2) 0.0625

(1,0) 0.1250 005 g.ggég
1,1) 0.2500 1 0.3750
(1,2) 0.1250 s 0.2500
(2,0) 0.0625 2 0.0625
2,1) 0.1250 }

(2,2) 0.0625

s Cudl es la probabilidad de obtener una media muestral que aproxime la media poblacional
con un error maximo de 0.5¢

Como hemos visto, para conocer la distribuciéon de un estadistico muestral, es necesario
conocer la distribucion de la poblacién, lo cual no siempre es posible. Afortunadamente,
para muestras grandes es posible aproximar la distribucién de algunos estadisticos como
la media, gracias al siguiente teorema:s:
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Distribuci6n del nimero de hijos Distribuci6n de ¥

05

0.4

013

Probabilidad
03

02
Probabilidad

02

0.1
0.1

0.0

0.0
o
—f—

00 05 1.0 15 20 00 05 1.0 15 20
N de hijos

Teorema 6.1 (Teorema central del limite). Si X, ..., X, son variables aleatorias in-
dependientes (n > 30) con medias y varianzas p; = E(X;), 02 = Var(X,),i=1,...,n
respectivamente, entonces la variable aleatoria X = X, +---+ X, sigue una distribucion
aproximadamente normal de media la suma de las medias y varianza la suma de las
Varianzas

X=X +-+X,"T"N[Y u
=1

Este teorema ademaés es la explicacion de que la mayoria de las variables biologicas
presenten una distribucién normal, ya que suelen ser causa de multiples factores que
suman sus efectos de manera independiente.

6.1.1 Distribucién de la media muestral para muestras grandes (n > 30)

La media muestral de una muestra aleatoria de tamano n es la suma de n variables
aleatorias independientes, idénticamente distribuidas:

X1+"‘+X,n_X1 X

X = I 1
n

n

De acuerdo a las propiedades de las transformaciones lineales, la media y la varianza de
cada una de estas variables son

X. X. 2
E <J> = y Var (—’) = 02
n n n n

con iy o2 la media y la varianza de la poblacién de partida.

=

Entonces, si el tamano de la muestra es grande (n > 30), de acuerdo al teorema central
del limite, la distribucién de la media muestral serd normal:
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X~N<§;Z, i;’;) —N(u,\;ﬁ).

=1

Ejemplo 6.3 (Ejemplo para muestras grandes (n > 30)). Supéngase que se desea
estimar el niimero medio de hijos de una poblacién con media p = 2 hijos y desviaciéon
tipica o = 1 hijo.

s Qué probabilidad hay de estimar u a partir de & con un error menor de 0.2¢

De acuerdo al teorema central del limite se tiene:

1. Paran =30, ~ N(2,1/4/30) y

P(1.8 <z <22)=0.7267.

1. Paran =100, z ~ N(2,1/4/100) y

P(1.8 < T < 2.2) = 0.9545.

Distribuciones de la media del n® de hijos

~ —— n=100
— n=30
]
=
S
e
[+
T o
)
c
)
A
—
e T
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
X
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6.1.2 Distribucion de una proporcion muestral para muestras grandes
(n > 30)

Una proporcién p poblacional puede calcularse como la media de una variable dicotémica
(0,1). Esta variable se conoce como variable de Bernouilli B(p), que es un caso particular
de la binomial para n = 1. Por tanto, para una muestra aleatoria de tamafo n, una
proporciéon muestral p también puede expresarse como la suma de n variables aleatorias
independientes, idénticamente distribuidas:

o X ++X, X X

y con media y varianza

E(XZ>:z y Var(iii):p(l_p)

n n?

Entonces, si el tamano de la muestra es grande (n > 30), de acuerdo al teorema central
del limite, la distribucién de la proporciéon muestral también serd normal:

@NN(ig, iﬂlﬂ;m)ﬂ(n m—m)

i=1

6.2 Estimadores

Los estadisticos muestrales pueden utilizarse para aproximar los parametros de la pobla-
cién, y cuando un estadistico se utiliza con este fin se le llama estimador del pardmetro.

Definicién 6.2 (Estimador y estimacién). Un estimador es una funcién de la variable
aleatoria muestral

0=F(X,,....X,).

Dada una muestra concreta (z,...,z,,), el valor del estimador aplicado a ella se conoce
como estimacion

00 — F(:El, ...,xn>.
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Por ser una funcién de la variable aleatoria muestral, un estimador es, a su vez, una
variable aleatoria cuya distribucion depende de la poblaciéon de partida.

Mientras que el estimador es una funcién que es tnica, la estimacién no es tnica, sino
que depende de la muestra tomada.

Distribucién de la poblaciéon
X Pardmetro poblacional 0?

Variable aleatoria muestral
(X1, 0, X)) 6 =F(Xy,...,X,)

Muestra de tamarfio n
et ) m o = Fixy )

Ejemplo 6.4. Supdéngase que se quiere saber la proporcion p de fumadores en una
ciudad. En ese caso, la variable dicotémica que mide si una persona fuma (1) o no (0),
sigue una distribuciéon de Bernouilli B(p).

Si se toma una muestra aleatoria de tamano 5, (X, Xy, X3, X,, X5), de esta poblacion,
se puede utilizar la proporciéon de fumadores en la muestra como estimador para la
proporcién de fumadores en la poblacién:

5
13 _ Zizl Xz

n

Este estimador es una variable que se distribuye p ~ %B (p, ﬂl_—pl)

Si se toman distintas muestras, se obtienen diferentes estimaciones:

‘ Muestra ‘ Estimacion ‘
(1,0,0,1,1) 3/5
(1,0,0,0,0) 1/5
(0,1,0,0,1) 2/5
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La estimacion de pardmetros puede realizar de de dos formas:

e Estimaciéon puntual: Se utiliza un tnico estimador que proporciona un valor o
estimacién aproximada del parametro. El principal inconveniente de este tipo de
estimacién es que no se especifica la bondad de la estimacién.

e Estimacion por intervalos: Se utilizan dos estimadores que proporcionan los
extremos de un intervalo dentro del cual se cree que esta el verdadero valor del
pardametro con un cierto grado de seguridad. Esta forma de estimar si permite
controlar el error cometido en la estimacion.

Estimacion puntual Estimacion por intervalo
| [ | ]
i 1

0 0, L 6 I

6.3 Estimacion puntual

La estimacion puntual utiliza un dnico estimador para estimar el valor del parametro
desconocido de la poblacién.

En teoria pueden utilizarse distintos estimadores para estimar un mismo parametro.
Por ejemplo, en el caso de estimar la proporcién de fumadores en una ciudad, podrian
haberse utilizado otros posibles estimadores ademas de la proporcién muestral, como
pueden ser:

‘51 = \/5 X1X2X3X4X5

é‘ _X1+X5
2T 2
0y =X,

¢ Cudl es el mejor estimador?
La respuesta a esta cuestion depende de las propiedades de cada estimador.

Aunque la estimacién puntual no proporciona ninguna medida del grado de bondad de
la estimacion, existen varias propiedades que garantizan dicha bondad.

Las propiedades mas deseables en un estimador son:

e Insesgadez
o Eficiencia
o Consistencia
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¢ Normalidad asintética
o Suficiencia

Definicién 6.3 (Estimador insesgado). Un estimador € es insesgado para un pardmetro
0 si su esperanza es precisamente 6, es decir,

E) = 0.

Distribuciones de estimadores sesgados e insesgados

~_
S —— Insesgado
- - Sesgo -
- —- Sesgo +
o
~ S
2
g
o
g o
=
o]
A
]
]
ol - ~_
=]

Valores de los estimadores

Figura 6.1: Distribucién de estimadores sesgados e insesgados.

Cuando un estimador no es insesgado, a la diferencia entre su esperanza y el valor del
parametro 6 se le llama sesgo:

Sesgo(0) = E(0) — 0.

Cuanto menor sea el sesgo de un estimador, mejor se aproximaran sus estimaciones al
verdadero valor del parametro.

Definicién 6.4 (Estimador consistente). Un estimador én para muestras de tamano n
es consistente para un parametro 6 si para cualquier valor € > 0 se cumple

lim P(|0, — 6] <¢)=1.

n—oo
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o . . Distribuciones de estimadores consistentes sesgados
Distribuciones de estimadores consistentes

b
< =] N\ —— n=10
S A — n=10 —— n=50
— n=50 [ — n=100
—— n=100 «@ "
7] ~ <@
7] o
) e
= T o
o TS
< N @
- o g
5 A 1\
[a)] — A
—=_| S \
o
o _— AN b
o —— _ o S — ‘ _ _
2 — 6

Valores de los estimadores

Valores de los estimadores

(b) Distribucién de estimadores consistentes se-

(a) Distribucién de estimadores consistentes.
gados.

Las condiciones suficientes para que un estimador sea consistente son:

1. Sesgo(6,) =0 o lim,, , Sesgo(f,) = 0.
Var(6,) = 0.

2. lim,,_,

Asi pues, si la varianza y el sesgo disminuyen a medida que aumenta el tamano de la
muestra, el estimador sera consistente.

Definicién 6.5 (Estimador eficiente). Un estimador 6 de un pardametro 6 es eficiente si
tiene el menor error cuadratico medio

ECM(0) = Sesgo(6)? + Var().
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Distribuciones de estimadores insesgado y eficiente sesga

i
= —— Insesgado
—— Eficiente
@]
—~
2
“—
T
g o
.5 o
=
]
A
—_
o
<
o I

0

Valores de los estimadores

Figura 6.3: Distribucién de estimadores insesgados y eficientes sesgados.

Definicién 6.6 (Estimador asintéticamente normal). Un estimador 6 es asintdticamente
normal si, independientemente de la distribucién de la variable aleatoria muestral, su
distribucién es normal si el tamano de la muestra es suficientemente grande.:::

Como veremos mas adelante esta propiedad es muy interesante para hacer estimaciones
de parametros mediante intervalos.
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Distribuciones de estimadores asintoticamente normale

n=10
® | n=50
I n=100
g
5 °
<
T .
2 o
7 o
A
o
O'f
(@]
(@]
S
S [

0

Valores de los estimadores

Figura 6.4: Distribucién de estimadores asintéticamente normales.

Definicién 6.7 (Estimador suficiente). Un estimador 0 es suficiente para un parametro
0, si la distribuciéon condicionada de la variable aleatoria muestral, una vez dada la
estimacién 6 = 6, no depende de 6.

Esto significa que cuando se obtiene una estimacién, cualquier otra informacién es irre-
levante para 6.

El estimador que se suele utilizar para estimar la media poblacional es la media mues-
tral.

Para muestras de tamano n resulta la siguiente variable aleatoria:

)(1 _|_...+Xn
n

X =

2

Si la poblacién de partida tiene media p y varianza o se cumple

E(X)=p y Var(X)="2-

Asi pues, la media muestral es un estimador insesgado, y como su varianza disminuye a
medida que aumenta el tamano muestral, también es consistente y eficiente.

Sin embargo, la varianza muestral
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o i (X - X7

n

es un estimador sesgado para la varianza poblacional, ya que

—1
B(S?) = ”Ta%

No obstante, resulta sencillo corregir este sesgo para llegar a un estimador insesgado:

Definicién 6.8 (Cuasivarianza muestral). Dada una muestra de tamano n de una va-
riable aleatoria X, se define la cuasivarianza muestral como

n v\ 2
§2 _ ZZ’:1<X1’ - X) _ n g2
n—1 n—1

6.4 Estimacion por intervalos

El principal problema de la estimacion puntual es que, una vez seleccionada la muestra
v hecha la estimacién, resulta imposible saber el error cometido.

Estimacién puntual
Error

Para controlar el error de la estimacién es mejor utilizar la estimacién por intervalos

Estimacién por intervalo
Error

C . )
L ]

I 0 A

La estimacion por intervalos trata de construir a partir de la muestra un intervalo dentro
del cual se supone que se encuentra el pardmetro a estimar con un cierto grado de
confianza. Para ello se utilizan dos estimadores, uno para el limite inferior del intervalo
y otro para el superior.
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Definicién 6.9 (Intervalo de confianza). Dados dos estimadores [,(X,,...,X,) v

[,(Xy,...,X,), y sus respectivas estimaciones [; y [, para una muestra concreta, se dice
que el intervalo I = [l;,l,] es un intervalo de confianza para un pardmetro poblacional
@, con un nivel de confianza 1 — « (o nivel de significacién «), si se cumple

) )

(X X)) =1—a.

Un intervalo de confianza nunca garantiza con absoluta certeza que el pardmetro se
encuentra dentro él.

Tampoco se puede decir que la probabilidad de que el parametro esté dentro del intervalo
es 1 — a, ya que una vez calculado el intervalo, las variables aleatorias que determinan
sus extremos han tomado un valor concreto y ya no tiene sentido hablar de probabilidad,
es decir, o el pardametro estd dentro, o estd fuera, pero con absoluta certeza.

Lo que si se deduce de la definicién es que el (1 —«)% de los intervalos correspondientes
a las todas las posibles muestras aleatorias, contendran al parametro. Es por eso que se
habla de confianza y no de probabilidad.

Para que un intervalo sea 1til su nivel de confianza debe ser alto:

1—a=0.900a=0.10
1—a=0.950a=0.05
1—a=0.990a=0.01

siendo 0.95 el nivel de confianza mas habitual y 0.99 en casos criticos.

Teoricamente, de cada 100 intervalos para estimar un parametro 6 con nivel de confianza
1—a =0.95, 95 contendrian a 6 y sélo 5 lo dejarian fuera.
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50 intervalos de confianza del 95% para 6

Intervalo de confianza
0
|
?
i

I I I I I I
0 20 40 60 80 100

N° de muestra

6.4.1 Error de estimacion

Otro de los aspectos mas importantes de un intervalo de confianza es su error.

Definicién 6.10 (Error o imprecision de un intervalo). El error o la imprecision de un
intervalo de confianza [I;,[,] es su amplitud

A:ls_ll

Estimacién por intervalo
Error

( . A
L ]

I 0 A

Para que un intervalo sea 1til no debe ser demasiado impreciso.

En general, la precision de un intervalo depende de tres factores:

e La dispersién de la poblacién. Cuanto méas dispersa sea, menos preciso serd el

intervalo.

e El nivel de confianza. Cuanto mayor sea el nivel de confianza, menos preciso serd

el intervalo.
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e El tamano muestral. Cuanto mayor sea el tamano muestral, mds preciso serd el
intervalo.

Si la confianza y la precision estdn renidas, jcomo se puede ganar precision
sin perder confianza?

Habitualmente, para calcular un intervalo de confianza se suele partir de un estimador
puntual del que se conoce su distribucién muestral.

A partir de este estimador se calculan los extremos del intervalo sobre su distribucion,
buscando los valores que dejan encerrada una probabilidad 1 — «. Estos valores suelen
tomarse de manera simétrica, de manera que el extremo inferior deje una probabilidad
acumulada inferior a//2 y el extremo superior deje una probabilidad acumulada superior
también de a/2.

Distribucién del estimador de referencia

Densidad f (x)

6.5 Intervalos de confianza para una poblacion

A continuacién se presentan los intervalos de confianza para estimar un pardmetro de
una poblacion:

e Intervalo para la media de una poblacién normal con varianza conocida.

e Intervalo para la media de una poblacién normal con varianza desconocida.

e Intervalo para la media de una poblacién con varianza desconocida a partir de
muestras grandes.

o Intervalo para la varianza de una poblacién normal.

e Intervalo para un proporcién de una poblacién.
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6.5.1 Intervalo de confianza para la media de una poblacién normal con
varianza conocida

Sea X una variable aleatoria que cumple las siguientes hipotesis:

o Su distribucién es normal X ~ N(u, o).

« La media i es desconocida, pero su varianza o

es conocida.

Bajo estas hipotesis, la media muestral, para muestras de tamano n, sigue también una
distribucién normal

Tipificando la variable se tiene

X
~o/Vn

Sobre esta distribucién resulta sencillo calcular los valores z; y z, de manera que

Z ~ N(0,1)

P(z;<Z<z)=1—q.

Como la distribucién normal estandar es simétrica respecto al 0, lo mejor es tomar valores
opuestos —z, /5 ¥ Z4/2 que dejen sendas colas de probabilidad acumulada « /2.

Distribucién N(0,1)
< _|
o
o _|
o
s}
g
E
< N 1—w
oI
A
—_]
(@]
- w/2 w/
(= [ [ [
_Za/2 0 Za/Z
Z
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A partir de aqui, deshaciendo la tipificacién, resulta sencillo llegar a los estimadores que
daran los extremos del intervalo de confianza:

X—p
l—a=P(— <Z< =P|—- <—F=< =
o ( Zaj2 > —Za/2> ( Zaj2 > O'/\/ﬁ —Za/Q)

g S g
=P <_Za/2\/ﬁ gX—MSZOc/Q\/ﬁ) =

:P(X—z SMSXJrza/QU).

Asi pues, el intervalo de confianza para la media de una poblacién normal con varianza
conocida es:

Teorema 6.2 (Intervalo de confianza para la media de una poblacién normal con varian-
za conocida). Si X ~ N(u,0) con o conocida, el intervalo de confianza para la media p
con nivel de confianza 1 — « es

S g

X_za/2ﬁa)?+z

o
a/Qﬁ
o bien B a
X + Za/2%
De la féormula del intervalo de confianza
— o
X+ Za/2
se deducen varias caracteristicas:

a. El intervalo estd centrado en la media muestral X que era el mejor estimador de
la media poblacional.

b. La amplitud o imprecisién del intervalo es

o
A= 2Za/2%

de manera que depende de:

e 0: cuanto mayor sea la varianza poblacional, mayor sera la imprecision.
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* Zy/2t que a su vez depende del nivel de confianza, y cuanto mayor sea 1 — «, mayor
serd la imprecisién.
e n: cuanto mayor sea el tamafio de la muestra, menor seréd la imprecision.

Por tanto, la tnica forma de reducir la imprecisiéon del intervalo, manteniendo la con-
fianza, es aumentando el tamafo muestral.

6.5.1.1 Calculo del tamaiio muestra para estimar la media de una poblacién normal
con varianza conocida

Teniendo en cuenta que la amplitud o imprecision del intervalo para la media de una
poblaciéon normal con varianza conocida es

o
A= 22(1/2%
se puede calcular facilmente el tamano muestral necesario para conseguir un intervalo

de amplitud A con confianza 1 — «:

2

o
A = 22’(1/2% = \/7; = 2’204/227
de donde se deduce

2

o
n :47%/2?

Ejemplo 6.5. Sea una poblacion de estudiantes en la que la puntuacion obtenida en un
examen sigue una distribucién normal X ~ N(u,o0 = 1.5).

Para estimar la nota media p, se toma una muestra de 10 estudiantes:

4—-6—-8—-7T—-7T—6—-5—-2-5—-3

A partir de esta muestra, podemos calcular el intervalo de confianza para p con un nivel
de confianza 1 — o = 0.95 (nivel de significaciéon a = 0.05):

« X = 4+i'(')+3 = 23 = 5.3 puntos.

* Zy/2 = Z0.025 €s el valor de la normal estandar que deja una probabilidad acumulada
superior de 0.025, que vale aproximadamente 1.96.
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Sustituyendo estos valores en la féormula del intervalo, se tiene

o 1.5
O‘/Qﬁ =534+ 1.96\/—?0 =5.3+0.93 = [4.37, 6.23].

Es decir, u estarfa entre 4.37 y 6.23 puntos con un 95% de confianza.

X4z

Ejemplo 6.6. La imprecision del intervalo anterior es de +0.93 puntos.

Si se desea reducir esta imprecisién a +0.5 puntos, jqué tamarnio muestral seria necesario?

2 2
o 1.5
=422, = =4-1.962———— = 34.57.
" Pazye (2-0.5)2
Por tanto, se necesitaria una muestra de al menos 35 estudiantes para conseguir un
intervalo del 95% de confianza y una precisién de +0.5 puntos.

6.5.2 Intervalo de confianza para la media de una poblacion normal con
varianza desconocida

Sea X una variable aleatoria que cumple las siguientes hipotesis:

o Su distribucién es normal X ~ N(u,0).

e Tanto su media p como su varianza o2 son desconocidas.

Cuando se desconoce la varianza poblacional se suele estimar mediante la cuasivarianza
S2. Como consecuencia, el estimador de referencia ya no sigue una distribucién normal
como en el caso de conocer la varianza, sino un T de Student de n—1 grados de libertad:

X~ N (s 77) j
n— 1)52 2 5 ~ T(n - 1)7
o2 ~ X (’)’L—l) S/ n

Como la distribucién T de Student, al igual que la normal, también es simétrica respecto

al 0, se pueden tomar dos valores opuestos —tg721 y t2721 de manera que
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Teorema 6.3 (Intervalo de confianza para la media de una poblacién normal con va-
rianza desconocida). Si X ~ N(u,0) con o desconocida, el intervalo de confianza para
la media u con nivel de confianza 1 — a es

_ S - S
_4n—1_ Y n—1_~
X —top g X o
o bien
_ S
X+t —

6.5.2.1 Calculo del tamaiio muestral para estimar la media de una poblacién
normal con varianza desconocida

Al igual que antes, teniendo en cuenta que la amplitud o imprecision del intervalo para
la media de una poblacién con varianza desconocida es

A=om1 S

a/2 \/,72/

se puede calcular facilmente el tamano muestral necesario para conseguir un intervalo
de amplitud A con confianza 1 — «:

de donde se deduce

252

n = 4(tn71> ﬁ

a/2
El tinico problema, a diferencia del caso anterior en que o era conocida, es que se necesita
S, por lo que se suele tomar una muestra pequeia previa para calcularla. Por otro lado, el
valor de la T de student suele aproximarse asintéticamente por el de la normal estandar

n—1 ~
ta/2 ~ ZQ/Q.
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Ejemplo 6.7. Supdngase que en el ejemplo anterior no se conoce la varianza poblacional
de las puntuaciones.

Trabajando con la misma muestra de las puntuaciones de 10 estudiantes

4—-6—-8—-7—-7—-6—-5—-2-5—-3

se puede calcular el intervalo de confianza para p con un nivel de confianza 1 —a = 0.95
(nivel de significacion a = 0.05):

« X = 74+i‘(‘)+3 = % = 5.3 puntos.

o G2 = USSPt B537 _ 35667 y § = /3.5667 — 1.8886 puntos.
. tZ721 =19 yo5 s el valor de la T de Student de 9 grados de libertad, que deja una
probabilidad acumulada superior de 0.025, que vale 2.2622.

Sustituyendo estos valores en la férmula del intervalo, se tiene

_ S 1.8886
X+t — =53+2.2622
01/2 \/ﬁ /10

— 5.3+ 1.351 = [3.949, 6.651] .

Ejemplo 6.8. Como se puede apreciar, la imprecisién del intervalo anterior es de
+1.8886 puntos, que es significativamente mayor que en el caso de conocer la varian-
za de la poblacion. Esto es 16gico pues al tener que estimar la varianza de la poblacién,
el error de la estimacion se agrega al error del intervalo.

Ahora, el tamafio muestral necesario para reducir la imprecisiéon a 4+0.5 puntos es

~,

52 3.5667
_ 2 _ 2 _
n=4(2,/2)" 5 =4-1.96 2052 54.81.

Por tanto, si se desconoce la varianza de la poblacién se necesita una muestra de al
menos 55 estudiantes para conseguir un intervalo del 95% de confianza y una precisién
de +0.5 puntos.

6.5.3 Intervalo de confianza para la media de una poblacién no normal

Sea X una variable aleatoria que cumple las siguientes hipotesis:

¢ Su distribucion no es normal.

« Tanto su media ; como su varianza o>

son desconocidas.
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Si la poblacion no es normal las distribuciones de los estimadores de referencia cambian,
de manera que los intervalos anteriores no son validos.

No obstante, si la muestras es grande (n > 30), de acuerdo al teorema central del limite,
la distribuciéon de la media muestral se aproximara a una normal, de modo que sigue
siendo cierto

- o
X~ N (p =
vn
En consecuencia, sigue siendo valido el intervalo anterior.

Teorema 6.4 (Intervalo de confianza para la media de una poblacién no normal con
muestras grandes). 57 X es una variable con distribucion no normal yn > 30, el intervalo
de confianza para la media p con nivel de confianza 1 — « es

- S
n—1
2 NG

6.5.4 Intervalo de confianza para la varianza de una poblaciéon normal

Sea X una variable aleatoria que cumple las siguientes hipdtesis:

1. Su distribucién es normal X ~ N(u, o).

2. Tanto su media p como su varianza o2 son desconocidas.

Para estimar la varianza de una poblacién normal, se parte del estimador de referencia

~,

nS? n—1)52
2 :< 0_2> NX2(n_1>7

g

que sigue una distribucién chi-cuadrado de n — 1 grados de libertad.

Sobre esta distribucién hay que calcular los valores x; y x, tales que

Plx; <x*(n—1)<x,)=1-a

(2

Como la distribucién chi-cuadrado no es simétrica respecto al 0, se toman dos valores
x2721 yxit /o que dejen sendas colas de probabilidad acumulada inferior de a/2 y 1—a/2
respectivamente.
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Distribucién y?(n — 1)

=
“—
e’
<
i)
(7))
o
A
11—«
n/2 o
[ [
—1 -1
X,Z/z X{l—a/Z
2
X

Asi pues, se tiene

2 2
_ 1 n 1 _ 1 o 1 _
1_O‘_P<X22§02§X?a/2>_lj n—lZnSZZ n—1 =
Xay2 X1—a/2

1 o? 1 nS? nS?
=P n—1 < S2 < n—1 =P n—1 < 02 < n—1 :
X1-ap M Xa/2 X1-a/2 Xa/2

Por tanto, el intervalo de confianza para la varianza de una poblacion normal es:

Teorema 6.5 (Intervalo de confianza para la varianza de una poblacién normal). Si
X ~ N(u,0) con o conocida, el intervalo de confianza para la varianza o2 con nivel de

confianza 1 — a es

[ nS? n52]

X1 a2 Xaja

Ejemplo 6.9. Siguiendo con el ejemplo de las puntuaciones en un examen, si se quiere

estimar la varianza a partir de la muestra:

4—-6—-8—-7T—-7T—-6—-5—-2—-5-3
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2

para el intervalo de confianza para ¢“ con un nivel de confianza 1 — « = 0.95 (nivel de

significacién a = 0.05) se tiene:

52 = (4_5'3>2+i'6+<3_5'3)2 = 3.21 puntos?.

. ngl = X(gm% es el valor de la chi-cuadrado de 9 grados de libertad, que deja una
probabilidad acumulada inferior de 0.025, y vale 2.7.

. X’l"‘:é 2 = X0 975 €s el valor de la chi-cuadrado de 9 grados de libertad, que deja
una probabilidad acumulada inferior de 0.975, y vale 19.

Sustituyendo estos valores en la formula del intervalo, se llega a

= [1.69, 11.89] puntos®.

nS* nS* | [10 -3.21 10-3.21
X’f_*oll/; XZ721 19 7 27

6.5.5 Intervalo de confianza para una proporcién

Para estimar la proporciéon p de individuos de una poblacién que presentan una deter-

minada caracteristica, se parte de la variable que mide el niimero de individuos que la
presentan en una muestra de tamano n. Dicha variable sigue una distribucién binomial

X ~ B(n,p)
Como ya se vio, si el tamatio muestral es suficientemente grande (en realidad basta que

se cumpla np > 5 y n(1 —p) > 5), el teorema central de limite asegura que X tendra
una distribucién aproximadamente normal

X ~ N(np,/np(1—p)).

En consecuencia, la proporcién muestral p también serda normal

. X p(l—0p
p:NN(p) H)u
n n

que es el estimador de referencia.

Trabajando con la distribucién del estimador de referencia

5N (p, p(l—p)>
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tras tipificar, se pueden encontrar facilmente, al igual que hicimos antes, valores —z,, /2
Y Zo/2 que cumplan

p

23_
Pl—2yp<———=x<2,p|=1—a.
( 2= p—pn = )

Asi pues, deshaciendo la tipificacién y razonando como antes, se tiene

p—p
l—a=P| -2, < <2z,
2=t —pjn )
p(1—p) . p(1—p)
=P 7204/2T Sp*pg'zoz/Q n

IA

_ p(l—p . p(l1—p

Por tanto, el intervalo de confianza para una proporcion es
Teorema 6.6 (Intervalo de confianza para una proporcién). Si X ~ B(n,p), y se cumple

que np > 5 y n(l —p) > 5, entonces el intervalo de confianza para la proporcién p con
nivel de confianza 1 — o es

N = I
[p Za/2 n 7p+za/2 n

o bien

p(1—p)

]B:I: za/Q n

6.5.5.1 Calculo del tamaio muestra para estimar una proporcion

La amplitud o imprecisiéon del intervalo para la proporcién de una poblacién es

p(1—p)

asi que se puede calcular facilmente el tamafio muestral necesario para conseguir un
intervalo de amplitud A con confianza 1 — «:
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[5(0—5) p(1—)
A=z [P B o a2 =42 B0

de donde se deduce

o 2 D (1 — p)

n=4z° ,,——
a/2 A2

Para poder hacer el cdlculo se necesita una estimacién de la proporcién p, por lo que

suele tomarse una muestra previa pequeiia para calcularla. En el peor de los casos, si no

se dispone de una muestra previa, puede tomarse p = 0.5.

Ejemplo 6.10. Supéngase que se quiere estimar la proporcién de fumadores que hay en
una determinada poblacién. Para ello se toma una muestra de 20 personas y se observa
si fuman (1) o no (0):

0-1-1-0-0-0-1-0-0-1-0-0-0—-1-1—-0—-1—-1—-0-0
Entonces:

e p= % = 0.4, por tanto, se cumple np =20-04=8>5y n(l—p) =20-0.6 =
12 > 5.
* Zy/2 = Z0.025 €s el valor de la normal estdndar que deja una probabilidad acumulada

superior de 0.025, que vale aproximadamente 1.96.

Sustituyendo estos valores en la férmula del intervalo, se tiene

S(1—p 0.4-0.6
PA=P) 41196, /22 %6 _04t03- (01,07

Es decir, p estarfa entre 0.1 y 0.7 con un 95% de confianza.

Ejemplo 6.11. Como se puede apreciar la imprecision del intervalo anterior es +0.3,
que es enorme teniendo en cuenta que se trata de un intervalo para una proporcion.

Para conseguir intervalos precisos para estimar proporciones se necesitan tamanos mues-
trales bastante grandes. Si por ejemplo se quiere una precision de 40.05, el tamafio
muestral necesario seria:

51— 0.4-0.6
PA—D) _ g2 0400 aecrg.

_ 2
n=AzanT (2-0.05)2

Es decir, se necesitarian al menos 369 individuos para conseguir un intervalo para la
proporcién con una confianza del 95%.
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6.6 Intervalos de confianza para la comparaciéon dos
poblaciones

En muchos estudios el objetivo en si no es averiguar el valor de un parametro, sino
compararlo con el de otra poblacién. Por ejemplo, comparar si un determinado pardmetro
vale lo mismo en la poblacién de hombres y en la de mujeres.

En estos casos no interesa realmente estimar los dos pardmetros por separado, sino hacer
una estimacién que permita su comparacion.

Se veran tres casos:

o Comparaciéon de medias: Se estima la diferencia de medias j1; — p5.
2

. s . . , . 01
o Comparacioén de varianzas: Se estima la razén de varianzas —.
o
2

o Comparacién de proporciones: Se estima la diferencia de proporciones p; — ps.

A continuacién se presentan los siguientes intervalos de confianza para la comparacién
de dos poblaciones:

e Intervalo para la diferencia de medias de dos poblaciones normales con varianzas
conocidas.

e Intervalo para la diferencia de medias de dos poblaciones normales con varianzas
desconocidas pero iguales.

e Intervalo para la diferencia de medias de dos poblaciones normales con varianzas
desconocidas y diferentes.

e Intervalo para el cociente de varianzas de dos poblaciones normales.

e Intervalo para la diferencia de proporciones de dos poblaciones.

6.6.1 Intervalo de confianza para la diferencia de medias de poblaciones
normales con varianzas conocidas

Sean X, y X, dos variables aleatorias que cumplen las siguientes hipétesis:

1. Su distribucién es normal X; ~ N(uy,01) v Xo ~ N(pg,05).
2. Sus medias 1 y 5 son desconocidas, pero sus varianzas o3 y o3 son conocidas.

Bajo estas hipétesis, si se toman dos muestras independientes, una de cada poblacién,
de tamafios n; y n, respectivamente, la diferencia de las medias muestrales sigue una
distribucién normal

X, ~ N (g, 2= _ B 2 2
o UVIRE S S X = Xy~ N gy gy |+ 22
XQNN MQ?\}T% a1 2
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A partir de aqui, tipificando, se pueden buscar los valores de la normal estandar —z, /2
Y Zq/2 que cumplen:

(Xl - X2) — (pg — p19)
o2 |, o2
Vo T,

Y deshaciendo la tipificacién, se tiene

Pl —zy < Sy | =l-a

(Xl - Xz) — (g — o)

l—a=P| =z, < < Za/2

=P | =242 TT1+TT2§(X1_X2)_(N1_M2)§%/2 n71+n72

- lo? o3 - o2 o2
=P X=Xy =24 ;1+;Z§M1_H2§X1_X2+Za/2 nfl‘i‘nfz
1

Asi pues, el intervalo de confianza para la diferencia de medias es

Teorema 6.7 (Intervalo de confianza para la diferencia de medias de poblaciones nor-
males con varianzas conocidas). 57 X; ~ N(uq,01) y Xo ~ N(pg,0,), con o, y oy
conocidas, el intervalo de confianza para la diferencia de medias p; — py con nivel de
confianza 1 — a es

_ _ 2 2 B 2 2
[Xl — Xy~ Zap2|| Ay 27X1 - Xy T Za/2\| oy 02]
. My . Ty

o bien

2 2
- - o o
1 2

Xl_XziZa/z — + =
ny N

6.6.2 Intervalo de confianza para la diferencia de medias de dos poblaciones
normales con varianzas desconocidas e iguales

Sean X, y X, dos variables aleatorias que cumplen las siguientes hipétesis:

o Su distribucién es normal X; ~ N(uq,07) y Xy ~ N(uy,05).
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e Sus medias p; y py son desconocidas y sus varianzas también, pero son iguales

2 42 _ 2
01 =05 =0".

Cuando se desconoce la varianza poblacional se puede estimar a partir de las muestras
de tamanos n; y n, de ambas poblaciones mediante la cuasivarianza ponderada:

§2 n,5% +nyS3

Prong 4ng—2°

El estimador de referencia en este caso sigue una distribucién T de Student:

X, — X, ~ _ [nitng _ _
Xi— Xy N('ul H2,9 ”1”2) (X7 — Xo) — (pg — )

= ~ T (ny +ny —2).
n,S? + nyS3 - n 1+
% ~x%3(ny +ny,—2) Spr/ 7”7;1:22
A partir de aqui, se pueden buscar los valores de la T de Student _tZ}; a2 y tZ};r 22
que cumplen
P _tn1+n2*2 < (Xl - XQ) - (lul - /‘LQ) < tn1+n2*2 _ 1 —«
/2 = 5',\ Nyt = a2 - :
p 1Ny

Y deshaciendo la transformacién se tiene

l—a=P _tn1+"2—2 < (Xl _ X2) _ (:ul - N2) < tn1+n2—2
a/2 = S’; Ny +ng = "a/2
p Ny

. i tn,—2 4 [N + Ny N . nitn,—24 |11 + ng
=r < ta/2 Sp USRLD) = <X1 X2) (Ml MQ) = ta/2 Sp NNy )
. . % ni4n,—2& [T T No Y % nitne—24 /n1+n2
_P<X1_X2_t04}2 2 Sp Wgﬂl_,uQSXl—XQ"’ta}z 2 Sp nan)

Asi pues, el intervalo de confianza para la diferencia de medias es

Teorema 6.8 (Intervalo de confianza para la diferencia de medias de poblaciones nor-
males con varianzas desconocidas iguales). Si X; ~ N(puy,07) y X9 ~ N(pg,05), con
o, = 09 desconocidas, el intervalo de confianza para la diferencia de medias p; — py con
nivel de confianza 1 — o es
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o o ni4n,—2& (M1t Na & - nytn,—24& M1t Ng
= = n —95 [Nyt ng
X, — X, +thime?g JL T2
/2 p NNy

Si [l;,1,] es un intervalo de confianza de nivel 1 — « para la diferencia de medias 1, — po,

entonces

o bien

py — pg € [1;,1]

con una confianza del 1 — a%.

Por consiguiente, segtin los valores del intervalo de confianza se tiene:

 Si todos los valores del intervalo son negativos (I, < 0), entonces se puede concluir

que gy — oy < 0y por tanto p; < pig.
o Si todos los valores del intervalo son positivos (I, > 0), entonces se puede concluir

que ft; — fty > 0 y por tanto pg > piy.
e Si el intervalo tiene tanto valores positivos como negativos, y por tanto contiene al

0 (0 € [l;,1]), entonces no se puede afirmar que una media sea mayor que la otra.
En este caso se suele asumir la hipdtesis de que las medias son iguales p; = pis.

Tanto en el primer como en el segundo caso se dice que entre las medias hay diferencias
estadisticamente significativas.

Ejemplo 6.12. Supdngase que se quiere comparar el rendimiento académico de dos
grupos de alumnos, uno con 10 alumnos y otro con 12, que han seguido metodologias
diferentes. Para ello se les realiza un examen y se obtienen las siguientes puntuaciones:

X :4—-6—-8—-7—-7—6—-5—-2—-5-3
Xy:8-9-5-3—-8-7T—-8—-6—-8—-7T—-5—-7

Si se supone que ambas variables tienen la misma varianza, se tiene

- X, = 4;%(?32: 53y X, = % = 62.75 p121ntos.
o G2 — 424432 532 __ 39 y 522 — 8+43° 5752 — 9 6875 puntosQ.

10 2
o 57 = 1032208 — 3.2175 puntos?, y S, = 1.7937.
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tZ};n2_2 = 20,55 es el valor de la T de Student de 20 grados de libertad que deja

una probabilidad acumulada superior de 0.025, y que vale aproximadamente 2.09.

Y sustituyendo en la férmula del intervalo llegamos a

10 + 12
10-12

9.3 —6.7542.086 - 1.7937 = —1.45 4+ 1.6021 = [—3.0521, 0.1521] puntos.

Es decir, la diferencia de puntuaciones medias p; — 5 esta entre —3.0521 y 0.1521 puntos
con una confianza del 95%.

A la vista del intervalo se puede concluir que, puesto que el intervalo contiene tanto
valores positivos como negativos, y por tanto contiene al 0, no puede afirmarse que una
de las medias se mayor que la otra, de modo que se supone que son iguales y no se puede
decir que haya diferencias significativas entre los grupos.

6.6.3 Intervalo de confianza para la diferencia de medias de dos poblaciones
normales con varianzas desconocidas y distintas

Sean X; y X, dos variables aleatorias que cumplen las siguientes hipdtesis:

o Su distribucién es normal X; ~ N(uq,07) y Xy ~ N(uy,05).
o Sus medias i, p, y varianzas o%, o3, son desconocidas, pero o3 # o3.

En este caso el estimador de referencia sigue una distribuciéon T de Student

(X1 - XQ) — (g — o)

S%_i_S%

~T(g),

n, L]

donde el nimero de grados de libertad es g = n; +ny —2 — A, siendo

(162 — Ml 52)2

— P
A= ny—1 5'?4 + n,—1 574
n? ~1 n3 2

A partir de aqui, una vez mas, se pueden buscar los valores de la T de Student —ti oY
t9 /2 due cumplen

(Xl - Xz) — (pg — 19)
s, 8

Pt /2

Sty |=1—o
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Y deshaciendo la transformacién se llega a

l—a=P| -t < (X1_X2)_(M1_M2>

<!
al2 = g2 g = Ya/2
ny 2
Sz 52 = S Sz 82
=P | -t |24+ 2 < (X, —Xy) — (g — pg) <9 4L+ 22
a2\l + M (X, 2) — (1 — pg) /2 ] + M

Asi pues, el intervalo de confianza para la diferencia de medias es

Teorema 6.9 (Intervalo de confianza para la diferencia de medias de poblaciones nor-
males con varianzas desconocidas distintas). Si X; ~ N(uq,09) y Xy ~ N(ug,05), con
0, # 04 desconocidas, el intervalo de confianza para la diferencia de medias p; — py con
nivel de confianza 1 — o es

- 5282 52 §2
_ _ 19 214 22 _ _ 49 1y 22
Ky =Xy =t T = X ) [T

o bien

_ S 83
Xy = Xy 1001 L+ 2
1 2

Como se acaba de ver, existen dos intervalos posibles para estimar la diferencia de medias:
uno para cuando las varianzas poblacionales son iguales y otro para cuando no lo son.

Ahora bien, si las varianzas poblacionales son desconocidas,
scomo saber qué intervalo utilizar?

La respuesta estd en el proximo intervalo que se vera, que permite estimar la razén de
2

varianzas Z—% y por tanto, su comparacion.

Asi pues, antes de calcular el intervalo de confianza para la comparaciéon de medias,

cuando las varianzas poblacionales sean desconocidas, es necesario calcular el intervalo

de confianza para la razén de varianzas y elegir el intervalo para la comparaciéon de

medias en funcién del valor de dicho intervalo.
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6.6.4 Intervalo de confianza para el cociente de varianzas

Sean X; y X, dos variables aleatorias que cumplen las siguientes hipdtesis:

e Su distribucién es normal X; ~ N(uq,07) y Xo ~ N(ug,09).
o Sus medias i, yy y varianzas o, o3 son desconocidas.

En este caso, para muestras de ambas poblaciones de tamanos n; y n, respectivamente,
el estimador de referencia sigue una distribucién F de Fisher-Snedecor:

n, —1)52 (ng—1)53
<102>1 ~ X2(n1 _ 1) ngg i 0% 5%
1 =1 %172 _ i
(n2 . 1)522 ) = (7z17;)§2 O'% S’\% F(ng 1, nq 1)
—_— Y _— 1 o
U% X (77’2 ) nlil

Como la distribucién F de Fisher-Snedecor no es simétrica respecto al 0, se toman dos
valores fZ?; a1 y flnf;/lénlfl que dejen sendas colas de probabilidad acumulada inferior
de a/2 y 1 — a/2 respectivamente.

Distribuciéon F(n; — 1,1, — 1)

Densidad f (x)

nl—f,nz—l nl—f,nZ—l
fpc/Z fl—oc/Z

Asi pues, se tiene
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o3 5*%
2 2
_p fnz—l,nl—li ﬁ < an—l,nl—li
2 = 2 = J1-a/2
o/ §3 o3 TR g2

Por tanto, el intervalo de confianza para la comparacién de varianzas de dos poblaciones
normales es

Teorema 6.10 (Intervalo de confianza para el cociente de varianzas de poblaciones
normales). Si X; ~ N(py,01) y Xy ~ N(ug,0,), el intervalo de confianza para el
cociente de varianzas o, /0y con nivel de confianza 1 — « es

2 02
anfl,nlfl Sl fnzfl,nlfl i

/2 G527 1-a/2 )
S5 S5
2
Si [l;,1,] es un intervalo de confianza de nivel 1 — a para la razén de varianzas %,
2
entonces

2
0]
— € [l;,1
O'% 6[17 S]

con una confianza del 1 — a%.

Por consiguiente, segtin los valores del intervalo de confianza se tiene:

o Si todos los valores del intervalo son menores que 1 (I, < 1), entonces se puede
concluir que Z—% < 1y por tanto o2 < o3.

o Si todos los valores del intervalo son mayores que 1 (I, > 1), entonces se puede
concluir que Z—% > 1y por tanto o3 > o3.

e Siel intervalo tiene tanto valores mayores como menores que 1, y por tanto contiene
al 1 (1 € [I;,1,]), entonces no se puede afirmar que una varianza sea mayor que

1778
la otra. En este caso se suele asumir la hipdtesis de que las varianzas son iguales
2 _ 2
o] = 05.

Ejemplo 6.13. Siguiendo con el ejemplo de las puntuaciones en dos grupos:

X;:4-6—-8-7—-7—6—-5—-2—-5-3
Xy:8-9-5-3-8-7T—-8—-6—-8-7T—-5-T7
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Para calcular el intervalo de confianza para la razén de varianzas con una confianza del
95%, se tiene:

. )_(1 = % = 5.3 puntos y X'Q = % = 6.75 puntos.

. 5?% _ (475.3)2+-é-+(3—5.3)2 — 3.5667 puntos? y 5?% _ (876.75)2+i-i+(376.75)2 — 929318
puntos2.

. fo;l’"l_l = 3.10’35 es el valor de la F de Fisher de 11 y 9 grados de libertad que
deja una probabilidad acumulada inferior de 0.025, y que vale aproximadamente
0.2787.

. ?f;/lénlfl = 3.19’35 es el valor de la F de Fisher de 11 y 9 grados de libertad que
deja una probabilidad acumulada inferior de 0.975, y que vale aproximadamente
3.9121.

Sustituyendo en la formula del intervalo se llega a

3.5667’ 3”91213.5667
2.9318 2.9318

0.2787 — [0.3391, 4.7591] puntos?.

= 0o

loa

Es decir, la razén de varianzas

95%.

estd entre 0.3391 y 4.7591 con una confianza del

log

NIV

Como el intervalo tiene tanto valores menores como mayores que 1, no se puede concluir
que una varianza sea mayor que la otra, y por tanto se mantiene la hipétesis de que
ambas varianzas son iguales.

Si ahora se quisiesen comparar las medias de ambas poblaciones, el intervalo de confianza
para la diferencia de medias que habria que tomar es el que parte de la hipdtesis de
igualdad de varianzas, que precisamente es el que se ha utilizado antes.

6.6.5 Intervalo de confianza para la diferencia de proporciones
Para comparar las proporciones p; v py de individuos que presentan una determinada
caracteristica en dos poblaciones independientes, se estima su diferencia p; — p,.

Si se toma una muestra de cada poblacién, de tamaiios n; y n, respectivamente, las
variables que miden el nimero de individuos que presentan la caracteristica en cada una
de ellas siguen distribuciones

Xy~ B(ny,py) vy Xy~ B(ng,p,y)
Cuando los tamanos muestrales son grandes (en realidad basta que se cumpla n,p; > 5,

ny(1—py) =5, ngpy > 5y ny(1 —py) > 5), el teorema central de limite asegura que X,
y X, tendran distribuciones normales
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X~ N(nypy, Vp(1=py)) vy Xo ~ N(ngpy, /19pa (1 —py)),

y las proporciones muestrales

. X p(1—p R X po(l —p
plleN(plv 71( 1)) y p2:—2~N (p27 72( 2)
LS Usl ng Us)

A partir de las proporciones muestrales se construye el estimador de referencia

S p1(1—py)  pa(1—py)
P1_P2NN(P1_I)27\/ 1 L 422 22|
ny Ng

Tipificando, se buscan valores —z, 5 y 24/, que cumplan

Pl zp< Pa) — (1 — p2) <iap|=1-a
\/pl(l 1) 4 pa(1-py)
n2
Y deshaciendo la tipificacién, se llega a
l—a=P 2o < —P2) — (PL—p2) <z
\/p11 P1) +p21 P2)
g
p(1—p pp(l—p S p(d—p
=P (—za/z\/ 1l =p) | Pl =pa) (p1 —1P2) — (P — o) < Za/z\/ 1= py)
U3t U U3t

i po(1 —p2)>

.. pi(1—py)  po(l—py) . pr(1—py)  po(l—py)
:P(pl_pQ_za/Q\/ ! L4 22 : SP1 =D +DP1 — P2 < 24 ! L =2 2

ny Ny ng

Asi pues, el intervalo de confianza para la diferencia de proporciones es

Teorema 6.11 (Intervalo de confianza para la diferencia de proporciones). Si X; ~
B(ny,py) y Xy ~ B(ng, py), connypy 25, ny(1—py) 25, nypy 25 yny(l—py) 25, el
intervalo de confianza para la diferencia de proporciones p; — py con nivel de confianza
l—aes

L p1(1—py) | Pa(l—Dy)
- +
P1— Py £ Za/Z\/ - -
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Ejemplo 6.14. Supoéngase que se quieren comparar las proporciones o porcentajes de
aprobados en dos grupos que han seguido metodologias distintas. En el primer grupo
han aprobado 24 alumnos de un total de 40, mientras que en el segundo han aprobado
48 de 60.

Para calcular el intervalo de confianza para la diferencia de proporciones con un nivel
de confianza del 95%, se tiene:

e Dy = 24/40 = 0.6 y p, = 48/60 = 0.8, de manera que se cumplen las hipdtesis
Py = 40-0.6 = 24 > 5, 0y (1—py) = 40(1—0.6) = 26 > 5, gy = 60-0.8 = 48 > 5
v ny(1 — o) = 60(1 — 0.8) = 12 > 5.

. Za/Z = 20.025 — 1.96.

Sustituyendo en la formula del intervalo se tiene

.6(1—0. .8(1—0.
0.6 -—0.8=+ 1.96\/0 5( 10 06) + 0.8( 0 08) =—0.24+0.17 = [-0.37, —0.03].

Como el intervalo es negativo se tiene p; —py < 0 = p; < py, vy se puede concluir que
hay diferencias significativas en el porcentaje de aprobados.
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7 Contrastes de hipotesis paramétricos

7.1 Hipétesis estadistica y tipos de contrastes

En muchos estudios estadisticos, el objetivo, mas que estimar el valor de un parametro
desconocido en la poblacién, es comprobar la veracidad de una hipotesis formulada sobre
la poblacién objeto de estudio.

El investigador, de acuerdo a su experiencia o a estudios previos, suele tener conjeturas
sobre la poblacién estudiada que expresa en forma de hipotesis.

Definicién 7.1 (Hipdétesis estadistica). Una hipdtesis estadistica es cualquier afirmacién
o conjetura que determina, total o parcialmente, la distribucién de una o varias variables
de la poblacién.

Ejemplo 7.1. Para contrastar el rendimiento académico de un grupo de alumnos en una
determinada asignatura, podriamos platear la hipodtesis de si el porcentaje de aprobados
es mayor del 50%.

7.1.1 Contraste de hipotesis

En general nunca se sabra con absoluta certeza si una hipétesis estadistica es cierta o
falsa, ya que para ello habria que estudiar a todos los individuos de la poblacion.

Para comprobar la veracidad o falsedad de estas hipdtesis hay que contrastarlas con
los resultados empiricos obtenidos de las muestras. Si los resultados observados en las
muestras coinciden, dentro del margen de error admisible debido al azar, con lo que
cabria esperar en caso de que la hipdtesis fuese cierta, la hipétesis se aceptard como
verdadera, mientras que en caso contrario se rechazara como falsa y se buscaran nuevas
hipétesis capaces de explicar los datos observados.

Como las muestras se obtienen aleatoriamente, la decision de aceptar o rechazar una
hipotesis estadistica se tomard sobre una base de probabilidad.

La metodologia que se encarga de contrastar la veracidad de las hipdtesis estadisticas se
conoce como contraste de hipdtesis.
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7.1.2 Tipos de contrastes de hipétesis

e Contrastes de bondad de ajuste: El objetivo es comprobar una hipétesis sobre
la forma de la distribucién de la poblacién.
Por ejemplo, contrastar si las notas de un grupo de alumnos siguen una distribucién
normal.

e Contrastes de conformidad: El objetivo es comprobar una hipdtesis sobre al-
guno de los parametros de la poblacion.
Por ejemplo, contrastar si las nota media en un grupo de alumnos es igual a 5.

e Contrastes de homogeneidad : El objetivo es comparar dos poblaciones con
respecto a alguno de sus parametros.
Por ejemplo, contrastar si el rendimiento de dos grupos de alumnos es el mismo
comparando sus notas medias.

e Contrastes de independencia: El objetivo es comprobar si existe relacion entre
dos variables de la poblacion.
Por ejemplo, contrastar si existe relacion entre la notas de dos asignaturas diferen-
tes.

Cuando las hipétesis se plantean sobre pardmetros de la poblacién, también se habla de
contrastes paramétricos.

7.1.3 Hipotesis nula e hipétesis alternativa

En la mayoria de los casos un contraste supone tomar una decisién entre dos hipétesis
antagonistas:

o Hipaétesis nula: Es la hipotesis conservadora, ya que se mantendra mientras que
los datos de las muestras no reflejen claramente su falsedad. Se representa como
HO-

o Hipdtesis alternativa: Es la negaciéon de la hipdtesis nula y generalmente repre-
senta la afirmacién que se pretende probar. Se representa como H;.

Ambas hipdétesis se eligen de acuerdo con el principio de simplicidad cientifica:

“Solamente se debe abandonar un modelo simple por otro mds complejo cuando
la evidencia a favor del dltimo sea fuerte.” (Navaja de Occam)

Por ejemplo, en el caso de un juicio, en el que el juez debe decidir si el acusado es culpable
o inocente, la eleccién de hipdtesis deberia ser
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H, : Inocente
H, : Culpable

ya que la inocencia se asume, mientras que la culpabilidad hay que demostrarla.

Segtn esto, el juez sélo aceptaria la hipdtesis alternativa cuando hubiese pruebas signi-
ficativas de la culpabilidad del acusado.

El investigador jugaria el papel del fiscal, ya que su objetivo consistiria en intentar
rechazar la hipotesis nula, es decir, demostrar culpabilidad del acusado.

Advertencia

iEsta metodologia siempre favorece a la hipdtesis nula!

7.1.4 Contrastes de hipétesis paramétricos

En muchos contrastes, sobre todo en las pruebas de conformidad y de homogeneidad,
las hipé6tesis se formulan sobre pardametros desconocidos de la poblaciéon como puede ser
una media, una varianza o una proporcién.

En tal caso, la hipétesis nula siempre asigna al parametro un valor concreto, mientras
que la alternativa suele ser una hipétesis abierta que, aunque opuesta a la hipdtesis nula,
no fija el valor del pardmetro.

Esto da lugar a tres tipos de contrastes:

Bilateral Unilateral menor Unilateral mayor
H:0+86, H,:0<80, H:0>80,

Ejemplo 7.2. Supdngase que existen sospechas de que en una poblacién hay menos
hombres que mujeres.

i Qué tipo de contraste deberia plantearse para validar o refutar esta sospecha?

1. Las sospechas se refieren al porcentaje o la proporcién p de hombres en la poblacién,
por lo que se trata de un contraste paramétrico.

2. El objetivo es averiguar el valor de p, por lo que se trata de una prueba de confor-
midad. En la hipdtesis nula el valor de p se fijara a 0.5 ya que, de acuerdo a las leyes
de la genética, en la poblacion deberia haber la misma proporcién de hombres que
de mujeres.
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3. Finalmente, existen sospechas de que el porcentaje de hombres es menor que el de
mujeres, por lo que la hipdtesis alternativa serd de menor p < 0.5.

Asi pues, el contraste que deberia plantearse es el siguiente:

Hy:p=0.5
H, :p<0.5

7.2 Metodologia para realizar un contraste de hipétesis

7.2.1 Estadistico del contraste

La aceptacion o rechazo de la hipétesis nula depende, en ltima instancia, de lo que se
observe en la muestra.

La decisién se tomara segun el valor que presente algin estadistico de la muestra rela-
cionado con el pardmetro o caracteristica que se esté contrastando, y cuya distribucién
de probabilidad debe ser conocida suponiendo cierta la hipétesis nula y una vez fijado el
tamafno de la muestra. Este estadistico recibe el nombre de estadistico del contras-
te.

Para cada muestra, el estadistico dard una estimacion a partir de la cual se tomara
la decision: si la estimacion difiere demasiado del valor esperado bajo la hipétesis H,
entonces se rechazard, y en caso contrario se aceptard.

La logica que guia la decision es la de mantener la hipotesis nula a no ser que en la
muestra haya pruebas contundentes de su falsedad. Siguiendo con el simil del juicio, se
trataria de mantener la inocencia mientras no haya pruebas claras de culpabilidad.

Ejemplo 7.3. Volviendo al ejemplo del contraste sobre la proporcién de hombres de
una poblacion

Hy:p=0.5
H, :p<0.5

Si para resolver el contraste se toma una muestra aleatoria de 10 personas, podria to-
marse como estadistico del contraste X el niimero de hombres en la muestra.

Suponiendo cierta la hipdtesis nula, el estadistico del contraste seguiria una distribucién
binomial X ~ B(10, 0.5), de manera que el nimero esperado de hombres en la muestra
seria b.
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Asi pues, es logico aceptar la hipétesis nula si en la muestra se obtiene un nimero de
hombres préximo a 5 y rechazarla cuando el ntimero de hombres sea muy inferior a 5.
Pero, ;donde poner el limite entre los valores X que lleven a la aceptacion y los que
lleven al rechazo?

7.2.2 Regiones de aceptacion y de rechazo

Una vez elegido el estadistico del contraste, lo siguiente es decidir para qué valores de
este estadistico se decidira aceptar la hipétesis nula y para que valores se rechazara. Esto
divide del conjunto de valores posibles del estadistico en dos regiones:

¢ Regién de aceptacion: Es el conjunto de valores del estadistico del contraste a
partir de los cuales se decidird aceptar la hipétesis nula.

¢ Regién de rechazo: Es el conjunto de valores del estadistico del contraste a partir
de los cuales se decidira rechazar la hipdtesis nula, y por tanto, aceptar la hipétesis
alternativa.

Dependiendo de la direccién del contraste, la region de rechazo quedara a un lado u otro
del valor esperado del estadistico del contraste segiin la hipoétesis nula:

« Contraste bilateral Hy: 0 =60, H,; : 0 # 0,.

Regioén de rechazo Regién de aceptacion Regién de rechazo

|l |
71K I

%o

>l
71K

o Contraste unilateral de menor H,: 6 =6, &H_1: < _08.

Regioén de rechazo Region de aceptacion

.l 1
I T

O

« Contraste unilateral de mayor Hy: 0 =0, H, : 0 > 0.
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Regioén de aceptacion Regién de recha:

| >l
I 71K

o

Ejemplo 7.4. Siguiendo con el ejemplo del contraste sobre la proporciéon de hombres
de una poblacién

H,:p=0.5
H,:p<0.5

Como el estadistico del contraste tenfa una distribucién binomial X ~ B(10, 0.5) supo-
niendo cierta la hipodtesis nula, su recorrido sera de 0 a 10 y su valor esperado 5, por lo
que, al tratarse de un contraste unilateral de menor, la regiéon de rechazo quedaréd por
debajo del 5. Pero, sddnde poner el limite entre las regiones de aceptacion y de rechazo?

Regién de rechazo Regién de aceptacion

7.2.3 Errores en un contraste de hipétesis

Hemos visto que un contraste de hipétesis se realiza mediante una regla de decision que
permite aceptar o rechazar la hipdtesis nula dependiendo del valor que tome el estadistico
del contraste.

Al final el contraste se resuelve tomando una decision de acuerdo a esta regla. El problema
es que nunca se conocerd con absoluta certeza la veracidad o falsedad de una hipdtesis,
de modo que al aceptarla o rechazarla es posible que se esté tomando una decisiéon
equivocada.

Los errores que se pueden cometer en un contraste de hipdtesis son de dos tipos:

e Error de tipo I: Se comete cuando se rechaza la hipotesis nula siendo esta ver-
dadera.
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e Error de tipo II: Se comete cuando se acepta la hipétesis nula siendo esta falsa.

Decisién H, cierta H, cierta

Aceptar H, Error de tipo II

Rechazar H, | Error de tipo I

7.2.4 Riesgos de los errores de un contraste de hipétesis

Los riesgos de cometer cada tipo de error se cuantifican mediante probabilidades:

Definicién 7.2 (Riesgos a y ). En un contraste de hipétesis, se define el riesgo o como
la maxima probabilidad de cometer un error de tipo I, es decir,

P(Rechazar Hy|H)) < «,

y se define el riesgo [ como la méaxima probabilidad de cometer un error de tipo II, es
decir,

P(Aceptar Hy|H,) < .

Advertencia

En principio, puesto que esta metodologia favorece a la hipétesis nula, el error del
tipo I suele ser mas grave que el error del tipo II, y por tanto, el riesgo a suele
fijarse a niveles bajos de 0.1, 0.05 o 0.01, siendo 0.05 lo mas habitual.

Debe tenerse cuidado al interpretar el riesgo a ya que se trata de una probabilidad
condicionada a que la hipotesis nula sea cierta. Por tanto, cuando se rechace la hipotesis
nula con un riesgo o = 0.05, es erréneo decir 5 de cada 100 veces nos equivocaremos, ya
que esto seria cierto sélo si la hipdtesis nula fuese siempre verdadera.

Tampoco tiene sentido hablar de la probabilidad de haberse equivocado una vez tomada
una decisiéon a partir de una muestra concreta, pues en tal caso, si se ha tomado la
decisién acertada, la probabilidad de error es 0 y si se ha tomado la decisién equivocada,
la probabilidad de error es 1.
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7.2.5 Determinacién de las regiones de aceptacién y de rechazo en funcion
del riesgo «

Una vez fijado el riesgo « que se esta dispuesto a tolerar, es posible delimitar las regiones

de aceptacion y de rechazo para el estadistico del contraste de manera que la probabilidad
acumulada en la regiéon de rechazo sea «, suponiendo cierta la hipétesis nula.

Regiones de un contraste bilateral

<
g I

0 a/2 90 91 —u/2
Rechazo Aceptacion Rechazo

184



Regiones de un contraste unilateral de mayor

o
| i
90 61 -
Aceptacion Rechazo

Ejemplo 7.5. Siguiendo con el contraste sobre la proporcién de hombres de una pobla-
cién, como el estadistico del contraste sigue una distribuciéon binomial X ~ B(10,0.5),
si se decide rechazar la hipo6tesis nula cuando en la muestra haya 2 o menos hombres, la
probabilidad de cometer un error de tipo I sera

P(X <2) = f(0) + f(1) + f(2) = 0.0010 + 0.0098 + 0.0439 = 0.0547.

Si riesgo maximo de error de tipo I que se esta dispuesto a tolerar es a = 0.05, ;qué
valores del estadistico permitiran rechazar la hipdtesis nula?

P(X < 1) = f(0) + f(1) = 0.0010 + 0.0098 = 0.0107.

Es decir, sélo se podria rechazar la hipotesis nula con 0 o 1 hombres en la muestra.

Regién de rechazo Regién de aceptacion

&
I T 7N I I I I I I I I

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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7.2.6 Riesgo [ y tamaiio del efecto

Aunque el error de tipo II pueda parecer menos grave, también interesa que el riesgo 3
sea bajo, ya que de lo contrario sera dificil rechazar la hipdtesis nula (que es lo que se
persigue la mayoria de las veces), aunque haya pruebas muy claras de su falsedad.

El problema, en el caso de contrastes paramétricos, es que la hipétesis alternativa es una
hipétesis abierta en la que no se fija el valor del pardmetro a contrastar, de modo que,
para poder calcular el riesgo 5 es necesario fijar dicho valor.

Lo normal es fijar el valor del parametro del contraste a la minima cantidad para admitir
diferencias significativas desde un punto de vista préactico o clinico. Esa minima diferencia
que se considera clinicamente significativa se conoce como tamano del efecto y se
representa por 9.

7.2.7 Potencia de un contraste

Puesto que el objetivo del investigador suele ser rechazar la hipétesis nula, a menudo,
lo mas interesante de un contraste es su capacidad para detectar la falsedad de la hipé-
tesis nula cuando realmente hay diferencias mayores que J entre el verdadero valor del
pardmetro y el que establece la hipdtesis nula.

Definicién 7.3 (Potencia de un contraste). La potencia de un contraste de hipdtesis se
define como

Potencia = P(Rechazar Hy|H;) =1 — P(Aceptar H,|H,) =1— 5.

Asi pues, al reducir el riesgo 8 se aumentara la potencia del contraste.

Un contraste poco potente no suele ser interesante ya que no permitirda rechazar la
hipétesis nula aunque haya evidencias en su contra.

7.2.8 Calculo del riesgo J y de la potencia 1 — 3
::{#exm-** Supdngase que en el contraste sobre la proporcién de hombres no se consi-

dera importante una diferencia de menos de un 10% con respecto al valor que establece
la hip6tesis nula, es decir, § = 0.1.

Esto permite fijar la hipotesis alternativa

H : p=05-01=04.
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Suponiendo cierta esta hipétesis el estadistico del contraste seguiria una distribucién
binomial X ~ B(10, 0.4).

En tal caso, el riesgo 3 para las regiones de aceptacién y rechazo fijadas antes serd

B = P(Aceptar Hy|H,) = P(X >2) =1— P(X < 2) = 1 —0.0464 = 0.9536.

Como puede apreciarse, se trata de un riesgo S muy alto, por lo que la potencia del
contraste seria solo de

1—8=1-0.9536 = 0.0464,

lo que indica que no se trataria de un buen contraste para detectar diferencias de un
10% en el valor del pardmetro.

7.2.9 Relacion del riesgo [ y el tamaiio del efecto ¢

FEl riesgo 5 depende directamente de la minima diferencia é que se desea detectar con
respecto al valor del pardametro que establece la hipdtesis nula.

Relacién entre el riesgo S y el tamafio del efecto §

H0:9=90 HO:9:90+5
B 1%
Aceptaciéon Rechazo
I ]
o 0o +9
0
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Relacién entre el riesgo  y la minima diferencia importante 6

H0:9=90 H0:9=90+(5
B |«
Aceptaciéon Rechazo
I ]
B Oy + 0
0

Ejemplo 7.6. Si en el contraste sobre la proporcién de hombres se desease detectar una
diferencia de al menos un 20% con respecto al valor que establece la hipdtesis nula, es
decir, § = 0.2, entonces la hipdtesis alternativa se fijaria a

H,: p=05—0.2=0.3,

v bajo esta hipdtesis el estadistico del contraste seguiria una distribuciéon binomial X ~
B(10, 0.3).

En tal caso, el riesgo § para las regiones de aceptacién y rechazo fijadas antes seria

B = P(Aceptar Hy|H,) = P(X >2) =1— P(X < 2) =1—0.1493 = 0.8507,

por lo que el riesgo riesgo [ disminuiria y la potencia del contraste aumentaria

1—-58=1—-0.8507 = 0.1493,

aunque seguiria siendo un contraste poco potente.
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7.2.10 Relacién entre los riesgos o y 3

Los riesgos « y 3 estan enfrentados, es decir, cuando uno aumenta el otro disminuye y
viceversa.

Relacién entre los riesgos a y 8

HOZGZGO HO:(9:90+5
B il
Aceptaciéon Rechazo
I ]
B 0y +9
0

Relacién entre los riesgos a y 8

H0:9:90 HO:9:90+5
B 1%
Aceptaciéon Rechazo
I T
o 0o + 9
0
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Ejemplo 7.7. Si en el contraste sobre la proporcién de hombres toma como riesgo
a = 0.1, entonces la region de rechazo seria X < 2 ya que, suponiendo cierta la hipdtesis
nula, X ~ B(10, 0.5), y

P(X <2)=0.0547 < 0.1 = a.

Entonces, para una diferencia minima 6 = 0.1 y suponiendo cierta la hipdtesis alternativa,
X ~ B(10, 0.4), el riesgo  sera

B = P(Aceptar Hy|H,) = P(X >3)=1—P(X <3) =1—0.1673 = 0.8327,

y ahora la potencia ha subido hasta

1-p8=1-0.8327 = 0.1673.

7.2.11 Relacion de los riesgos de error y el tamaino muestral
Los riesgos de error también dependen el tamano de la muestra, ya que al aumentar el

tamafio de la muestra, la dispersién del estadistico del contraste disminuye y con ello
también lo hacen los riesgos de error.

Riesgos de error para muestras pequeifias

HO:QZGO H029:90+5
B 1%
Aceptacion Rechazo
T ]
0o 0o+ 9
0
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Riesgos de error para muestras grandes

H0:9=60 H0:0:90+(5
Bl «
Aceptacion Rechazo
f I
o Oy + 6
0

Ejemplo 7.8. Si para realizar el contraste sobre la proporcién de hombres se hubiese
tomado una muestra de tamano 100, en lugar de 10, entonces, bajo la suposicién de
certeza de la hipétesis nula, el estadistico del contraste seguiria una distribucién binomial
B(100, 0.5), y ahora la regién de rechazo seria X < 41, ya que

P(X < 41) = 0.0443 < 0.05 = a.

Entonces, para ¢ = 0.1 y suponiendo cierta la hipétesis alternativa, X ~ B(100, 0.4), el
riesgo [ seria

B = P(Aceptar Hy|H,) = P(X > 42) = 0.3775,

y ahora la potencia habria aumentado considerablemente

1-8=1-0.3775 = 0.6225.

Este contraste seria mucho mds 1til para detectar una diferencia de al menos un 10%
con respecto al valor del parametro que establece la hipdtesis nula.
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7.3 Curva de potencia

La potencia de un contraste depende del valor del pardametro que establezca la hipétesis
alternativa y, por tanto, es una funciéon de este

Potencia(z) = P(Rechazar H,|0 = z).

Esta funcién da la probabilidad de rechazar la hipdtesis nula para cada valor del paré-
metro y se conoce como curva de potencia.

Cuando no se puede fijar el valor concreto del pardmetro en la hipétesis alternativa,
resulta 1til representar esta curva para ver la bondad del contraste cuando no se rechaza
la hipétesis nula. También es 1itil cuando sélo de dispone de un niimero determinado de
individuos en la muestra, para ver si merece la pena hacer el estudio.

Un contraste serd mejor cuanto mayor sea el drea encerrada por debajo de la curva de
potencia.

Ejemplo 7.9. La curva de potencia correspondiente al contraste sobre la proporcién de
hombres en la poblacién es la siguiente

Curvas de potencia para « = 0.05

<
Al
—— n=10
— n= 100
xQ_|
o
o _|
&8 o
Q
g
L
£ <
o
N _|
o
Q —
e T T T T I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Proporcién verdadera
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7.3.1 p-valor de un contraste de hipotesis

En general, siempre que la estimacién del estadistico caiga dentro de la regién de rechazo,
rechazaremos la hipdtesis nula, pero evidentemente, si dicha estimacién se aleja bastante
de la region de aceptacién tendremos mas confianza en el rechazo que si la estimacion
esté cerca del limite entre las regiones de aceptacion y rechazo.

Por este motivo, al realizar un contraste, también se calcula la probabilidad de obtener
una discrepancia mayor o igual a la observada entre la estimacion del estadistico del
contraste y su valor esperado segtin la hipétesis nula.

Definicién 7.4 (p-valor). En un contraste de hipdtesis, para cada estimacién x, del
estadistico del contraste X, dependiendo del tipo de contraste, se define el p-valor del
contraste como

Contraste bilateral : 2P(X > x4|Hy)
Contraste unilateral de menor :  P(X < zy|H,)
Contraste unilateral de mayor : P(X > x,|H,)

En cierto modo, el p-valor expresa la confianza que se tiene al tomar la decision de
rechazar la hipétesis nula. Cuanto més proximo esté el p-valor a 1, mayor confianza
existe al aceptar la hipdtesis nula, y cuanto més préoximo esté a 0, mayor confianza hay
al rechazarla.

7.3.2 Regla de decisién de un contraste

Una vez fijado el riesgo «, la regla de decisiéon para realizar un contraste también puede
expresarse de la siguiente manera:

1 Interpretacion
Regla de decision

Si p-valor <o — Rechazar H,
Si p-valor > a —  Aceptar H,.

De este modo, el p-valor nos da informacién de para qué niveles de significacion puede
rechazarse la hipdtesis nula y para cuales no.

Ejemplo 7.10. Si el contraste sobre la proporcién de hombres se toma una muestra
de tamano 10 y se observa 1 hombre, entonces el p-valor, bajo a supuesta certeza de la
hipétesis nula, X ~ B(10, 0.5), sera
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p=P(X <1)=0.0107,

mientras que si en la muestra se observan 0 hombres, entonces el p-valor sera

p= P(X <0)=0.001.

En el primer caso se rechazaria la hipdtesis nula para un riesgo o = 0.05, pero no podria
rechazarse par un riesgo a = 0.01, mientas que en el segundo caso también se rechazaria
para a = 0.01. Es evidente que en el segundo la decisiéon de rechazar la hipétesis nula se
tomaria con mayor confianza.

7.3.3 Pasos para la realizacién de un contraste de hipotesis

© 0N UE W

7.4

Formular la hipétesis nula H,, y la alternativa H;.

Fijar los riesgos v y B deseados.

Seleccionar el estadistico del contraste.

Fijar la minima diferencia clinicamente significativa (tamano del efecto) o.
Calcular el tamano muestral necesario n.

Delimitar las regiones de aceptacién y rechazo.

Tomar una muestra de tamafio n.

Calcular el estadistico del contraste en la muestra.

Rechazar la hipdtesis nula si la estimacién cae en la regién de rechazo o bien si el
p-valor es menor que el riesgo a y aceptarla en caso contrario.

Contrastes paramétricos mas importantes

Pruebas de conformidad:

Contraste para la media de una poblacién normal con varianza conocida.
Contraste para la media de una poblacién normal con varianza desconocida.
Contraste para la media de una poblaciéon con varianza desconocida a partir de
muestras grandes.

Contraste para la varianza de una poblacién normal.

Contraste para un proporciéon de una poblacién.

Pruebas de homogeneidad:

Contraste de comparacion de medias de dos poblaciones normales con varianzas
conocidas.

Contraste de comparacion de medias de dos poblaciones normales con varianzas
desconocidas pero iguales.
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o Contraste de comparacién de medias de dos poblaciones normales con varianzas
desconocidas y diferentes.

e Contraste de comparacién de varianzas de dos poblaciones normales.

o Contraste de comparacién de proporciones de dos poblaciones.

7.5 Contraste para la media de una poblaciéon normal con
varianza conocida

Sea X una variable aleatoria que cumple las siguientes condiciones:

o Su distribucién es normal X ~ N(u, o).

e La media i es desconocida, pero su varianza o

es conocida.

Contraste:

Hy == pg
Hy i # g

Estadistico del contraste:

in(uo,;ﬁ> jzzi/_\/“g ~ N(0,1).

Region de aceptacion: z,, < Z < z;_, 5.
Region de rechazo: Z <z, y Z > z1_y 5.

7.6 Contraste para la media de una poblacién normal con
varianza desconocida

Sea X una variable aleatoria que cumple las siguientes condiciones:

o Su distribucién es normal X ~ N(u, o).

o Tanto su media p como su varianza o2 son desconocidas.

Contraste:

Hy o p=pg
Hy s p# g
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Estadistico del contraste: Utilizando la cuasivarianza como estimador de la varianza
poblacional se tiene

§;~N<u0,\jﬁ) :»T—”;/_\/‘:,f ~T(n—1).

Region de aceptacién: tg721 <T< t?:olé /o

Regién de rechazo: T < tZ721 yT >t} Ja-

Ejemplo 7.11. En un grupo de alumnos se quiere contrastar si la nota media de esta-
distica es mayor que 5 puntos. Para ello se toma la siguiente muestra:

6.3,5.4,4.1,5.0,8.2,7.6,6.4,5.6,4.3,5.2

El contraste que se plantea es

Hy:p=5 Hy:p>5

Para realizar el contraste se tiene:

_ 6.3+-45.2 __ 58.1 __
= 10 = 25 = 5.81 puntos.

2 <6-3*5-56>2+‘§'+<5-2*5-56>2 = 15919 — 17721 puntos?, y § = 1.3312 puntos.

S

»)

Y el estadistico del contraste vale

T—py  5.81—5
T==: = = 1.9246.
8/v/n  1.3312/V/10

El p-valor del contraste es P(T'(9) > 1.9246) = 0.04323, lo que indica que se rechazaria
la hipétesis nula para a = 0.05.

La regién de rechazo es

i—5 1.3312
T=—""2 > =18331<i>5+18331
' V10

1.3312/4/10
de modo que se rechazara la hipétesis nula siempre que la media de la muestra sea mayor
que 5.7717 y se aceptard en caso contrario.

=5.7T717,

Suponiendo que en la practica la minima diferencia importante en la nota media fuese
de un punto § = 1, entonces bajo la hipétesis alternativa H, : u = 6, si se decidiese
rechazar la hipdtesis nula, el riesgo 3 seria
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T717 —
=P <T(9) < 57776) — P(T(9) < —0.5424) = 0.3004,
1.3312v/10

de manera que la potencia del contraste para detectar una diferencia de 6 = 1 punto
seria 1 — 3 =1—0.3004 = 0.6996.

7.6.1 Determinacion del tamaino muestral en un contraste para la media

Se ha visto que para un riesgo « la region de rechazo era

T — [y

"=

>t~z paran > 30.

o lo que es equivalente

T 2> o+ 2y

Si el tamafio del efecto es d, para una hipétesis alternativa H; : p = py + 6, el riesgo (3
es

5:p(2<“0”1af@‘<”0+5>> :p(z<zlwf%‘5>.

NG Vn
de modo que
Zlfa%_(s 5 2§2 2§2
ZB:T@)é:<21*a_zﬁ)%©n:(zlf‘l_zﬁ) 6—2:(za+25> 53

Ejemplo 7.12. Se ha visto en el ejemplo anterior que la potencia del contraste para
detectar una diferencia en la nota media de 1 punto era del 69.96%. Para aumentar la
potencia del test hasta un 90%, ;cudntos alumnos habria que tomar en la muestra?

Como se desea una potencia 1 — 8 = 0.9, el riesgo 8 = 0.1 y mirando en la tabla de la
normal estdndar se puede comprobar que z5 = z;; = 1.2816.

Aplicando la féormula anterior para determinar el tamafio muestral necesario, se tiene

52 1.7721
n=(z, + z3)2% = (1.6449 + 1.2816)>~5— = 15.18,

de manera que habria que haber tomado al menos 16 alumnos.
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7.7 Contraste para la media de una poblacion con varianza
desconocida y muestras grandes

Sea X una variable aleatoria que cumple las siguientes condiciones:

e Su distribucién puede ser de cualquier tipo.
o Tanto su media p como su varianza o2 son desconocidas.

Contraste:

Hy = p=pg
Hy s p# g

Estadistico del contraste: Utilizando la cuasivarianza como estimador de la varianza
poblacional y gracias al teorema central del limite por tratarse de muestras grandes
(n > 30) se tiene

_ o T —

Region de aceptacion: —z,, < Z < z,/s.
Regién de rechazo: Z < —Za/2 Y 7 > Zof2-

7.8 Contraste para la varianza de una poblaciéon normal

Sea X una variable aleatoria que cumple las siguientes hipotesis:

e Su distribucién es normal X ~ N(u,0).

« Tanto su media p como su varianza o2 son desconocidas.

Contraste:

HO:O-:O-O
H,:0# o0,

Estadistico del contraste: Partiendo de la cuasivarianza muestral como estimador de
la varianza poblacional, se tiene
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J = 5 = D) ~ X2 (n - 1)7
que sigue una distribucién chi-cuadrado de n — 1 grados de libertad.

Region de aceptacién: XZ/_gl <J < X’f:i /o

n—1

Regién de rechazo: J < XZ721 yJ = X120

Ejemplo 7.13. En un grupo de alumnos se quiere contrastar si la desviacion tipica de
la nota es mayor de 1 punto. Para ello se toma la siguiente muestra:

6.3,5.4,4.1,5.0,8.2,7.6,6.4,5.6,4.3,5.2
El contraste que se plantea es
HO L0 = 1 Hl el > 1

Para realizar el contraste se tiene:

S

_ 6.3+-45.2 _ 581 _
= 5 = 215 = 5.81 puntos.

2 _ (6.375.56)2+~§v+(5.275.56)2 _ 15.349 = 1.7721 puntos?.

»)

El estadistico del contraste vale

—1)52 -1.7721
g= nZ DS 9 LTRL 500
oG 1

y el p-valor del contraste es P(x(9) > 15.949) = 0.068, por lo que no se puede rechazar
la hipdtesis nula para o = 0.05.

7.9 Contraste para proporcion de una poblacion

Sea p la proporcién de individuos de una poblacién que tienen una determinada carac-
teristica.

Contraste:

Hy:p=npg
Hy:p#pg
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Estadistico del contraste: La variable que mide el nimero de individuos con la
caracteristica en una muestra aleatoria de tamano n sigue una distribucién binomial
X ~ B(n,p,). De acuerdo al teorema central del limite, para muestras grandes (np > 5
y n(l—p) 25), X ~ N(npy, \/npy(1 —py)), y se cumple

X 1— D—
}A) -2 N Dos p0< pO) = 7 = P—DPo ~ N(O, 1)
n n po(1—py)/n

Region de aceptacion: z,, < Z < z;_,5-
Regién de rechazo: Z <z, y Z > z1_ 5.

Ejemplo 7.14. En un grupo de alumnos se desea estimar si el porcentaje de aprobados
es mayor del 50%. Para ello se toma una muestra de 80 alumnos entre los que hay 50
aprobados.

El contraste que se plantea es

Ho-p:0'5
H,:p>0.5

Para realizar el contraste se tiene que p = 50/80 = 0.625 y como se cumple np =
80-0.625 =50 > 5y n(l—p) =80(1 —0.625) = 30 > 5, el estadistico del contraste vale

7 P — 1o _0625-05
Vol —po)/n 1/0.5(1—0.5)/80

y el p-valor del contraste es P(Z > 2.2361) = 0.0127, por lo que se rechaza la hipétesis
nula para o = 0.05 y se concluye que el porcentaje de aprobados es mayor de la mitad.

2.2361.

7.10 Contraste de comparacion de medias de dos poblaciones
normales con varianzas conocidas

Sean X, y X, dos variables aleatorias que cumplen las siguientes condiciones:

o Su distribucién es normal X; ~ N(uq,07) Xy ~ N(ug,05).
o Sus medias p1; ¥ o son desconocidas, pero sus varianzas o3 y o3 son conocidas.
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Contraste:

Estadistico del contraste:

- - o? o2 X, —X
:>X1_X2NN(M1_M27 711—1_2):2:12"’]\7(0’1)-

Region de aceptacion: —z, , < Z < z, 5.
Regién de rechazo: Z < —z,,, y Z > 2, 5.

7.11 Contraste de comparacion de medias de dos poblaciones
normales con varianzas desconocidas e iguales

Sean X; y X, dos variables aleatorias que cumplen las siguientes condiciones:
e Su distribucién es normal X; ~ N(uq,07) y Xo ~ N(ug,09).

e Sus medias p; y py son desconocidas y sus varianzas también, pero son iguales

2 ;2 2
o1 =05 =0".

Contraste:

Hy = py = pig
Hy o« oy # g

Estadistico del contraste:

Xl—ngN(M1_M270\/nﬁ;ZQ> X, - X,

=T =——F1—~T(n +ny,—2).
n, 57 + 1,53 5 n 1+
s X Ay —2) S

Regién de aceptacion: _tz};rnrz < T < t2>;n2*2'

Regién de rechazo: T < —tZ};”2_2 v T > tZ;;nz—?
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Ejemplo 7.15. Se quiere comparar el rendimiento académico de dos grupos de alumnos,
uno con 10 alumnos y otro con 12, que han seguido metodologias diferentes. Para ello
se les realiza un examen y se obtienen las siguientes puntuaciones:

X :4—-6—-8-7—-7—6—-5—-2—-5-3
Xy:8-9-5-3-8-7T—-8—-6—-8-T7T—-5-7

El contraste que se plantea es

Hy = py = pg Hy sy # iy
Para realizar el contraste, se tiene
e X, = 74;'6*3 = 5.3 puntos y X, = $54T = 6.725 punztos.
* Sj = M% —5.3% = 3.21 puntos® y S3 = % —6.75%2 = 2.69 puntos?.
o 57 = 103222080 — 3.2175 puntos?, y S, = 1.7937.

Si se suponen varianzas iguales, el estadistico del contraste vale

X, — X 5.3—6.75
T=_—"1 +2 = = —1.8879,
ni+n 10412
Spy/ a2 17937 /A

y el p-valor del contraste es 2P(7T'(20) < —1.8879) = 0.0736, de modo que no se puede
rechazar la hipdtesis nula y se concluye que no hay diferencias significativas entre las
notas medias de los grupos.

7.12 Contraste de comparacion de medias de dos poblaciones
normales con varianzas desconocidas

Sean X, y X, dos variables aleatorias que cumplen las siguientes condiciones:

o Su distribucién es normal X; ~ N (py,07) v Xy ~ N(pig,05).
o Sus medias p, py y varianzas o3, o3, son desconocidas, pero o? # 3.

Contraste:

Hy: py = pg
Hy iy # po
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Estadistico del contraste:

- 52 G2 - T(g>7
S S
S

(nszl 57% _ ng—1 5%)2

_ P
A= ny—1 5’74 + n,—1 5“4
n? 1 n2 2

Regién de aceptacién: —ti/Q <T< ti/z'

Regién de rechazo: T < —t(gl/2 yT > ti/z'

7.13 Contraste de comparacion de varianzas de dos
poblaciones normales

Sean X; v X, dos variables aleatorias que cumplen las siguientes condiciones:

e Su distribucién es normal X; ~ N(uq,0,) y Xo ~ N(pg,09).
o Sus medias i, py y varianzas o7, o3 son desconocidas.

Contraste:

Hy:0y =0y

Hy:0, # 0y
Estadistico del contraste:
n, —1)82 (n1-153
( 1J2> 1 NX2(7L1—1) nggl J%S’A%
1 - :}F: 1f42 = —0 = <n1*17n2*

(ny —1)S32 ) o183 T 52 G2
- @ 4 v — 1 o2 2

O'% X (n2 ) Til

Regién de aceptacién: F™', V"2t « p < a2l

a/2 1—a/2
Region de rechazo: F' < Fs/lz_l’"fl y F > Ff_l;/lé"fl,
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Ejemplo 7.16. Siguiendo con el ejemplo de las puntuaciones en dos grupos:

X :4-6—-8—-7—-7—6—-5—-2—-5-3
X5:8—-9-5—-3—-8—-7—8—-6—8—-T7T—-5—-7

Si se desea comparar las varianzas, el contraste que se plantea es

Hy 0 = 0y Hy:0y# 0y
Para realizar el contraste, se tiene

o X, = %558 =53 puntos y X, = 55557 = 6.75 puntos.

° S’\% — (475~3>2+'€;+<3*5~3)2 = 3.5667 y 5722 — (876.75)2+i‘i+(3*6.75)2 — 29318 puntosQ.

El estadistico del contraste vale

S 35667

F = = =
Sz 2.9318

1.2165,

y el p-valor del contraste es 2P(F'(9,11) < 1.2165) = 0.7468, por lo que se mantiene la
hipétesis de igualdad de varianzas.

7.14 Contraste de comparacion de proporciones de dos
poblaciones

Sean p; y p, las respectivas proporciones de individuos que presentan una determinada
caracteristica en dos poblaciones.

Contraste:

Hy:py =po H1‘p17£172

Estadistico del contraste: Las variables que miden el nimero de individuos con
la caracteristica en dos muestras aleatorias de tamanos m, y m, respectivamente, si-
guen distribuciones binomiales X; ~ B(ny,p;) v Xy ~ B(ng,py). Si las muestras
son grandes (n;p; > 5 y n;(1 —p;) > 5), de acuerdo al teorema central del limite,

Xy~ N(npy, v/np (1 —py)) y Xy ~ N(npy, \/npy(1 —py)), y se cumple
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5, = X p1(1-py) . ~
p1_711~N<p1a 1n711> -7 P1— P ~ N(0,1)
~ N <p2a %ﬁ) \/pl(lfpl) + p2(1-ps) ’

ny 2

w3

S
I
SR

Regién de aceptacion: z,, < Z < z;_, 5.
Region de rechazo: 2 < z, 5, y 2 2 21_q/9-

:::{#exm-contraste-diferencia-proporciones} Se quiere comparar los porcentajes de apro-
bados en dos grupos que han seguido metodologias distintas. En el primer grupo han
aprobado 24 alumnos de un total de 40, mientras que en el segundo han aprobado 48 de
60.

El contraste que se plantea es

Hy:py =py Hl‘Pl#Ib

Para realizar el contraste, se tiene p; = 24/40 = 0.6 y p, = 48/60 = 0.8, de manera que
se cumplen las condiciones nyp; =40-0.6 =24 > 5, ny(1 —p;) =40(1 —0.6) =26 > 5,
NoPy = 60-0.8 =48 > 5y ny(1—py) = 60(1—0.8) = 12 > 5, y el estadistico del contraste
vale

7 = b1 — P - 0608 — 91483,

p1(1=py) | P2(l—py) 0.6(1-0.6) , 0.8(1-0.8)
\/1n11+2n22 \/ 40 + 60

y el p-valor del contraste es 2P(Z < —2.1483) = 0.0317, de manera que se rechaza la
hipétesis nula para o = 0.05 y se concluye que hay diferencias.

7.15 Realizacion de contrastes mediante intervalos de
confianza

Una interesante alternativa a la realizacion de un contraste

con un riesgo «, es calcular el intervalo de confianza para 6 con un nivel de confianza
1 —«, ya que este intervalo se puede interpretar como el conjunto aceptable de hipotesis
para 6, de manera que si 6, estd fuera del intervalo, la hipdtesis nula es poco creible y
puede rechazarse, mientras que si esta dentro la hipdtesis es creible y se acepta.

Cuando el contraste sea unilateral de menor, el contraste se realizaria comparando 6,
con el limite superior del intervalo de confianza para 6 con un nivel de confianza 1 — 2q,
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mientras que si el contraste es unilateral de mayor, se comparara con el limite inferior
del intervalo.

Contraste Intervalo de confianza Decisién

Bilateral [l;,1,] con nivel de confianza 1 — « Rechazar H, si 0, ¢ [I;,1,]

Unilateral [—00, 1] con nivel de confianza Rechazar H, si 0y > I
menor 1 -2«

Unilateral  [l;,00] con nivel de confianza 1 — 2« Rechazar H si 0, <,
mayor

Ejemplo 7.17. Volviendo al contraste para comparar el rendimiento académico de dos
grupos de alumnos que han obtenido las siguientes puntuaciones:

X :4-6—-8—-7—-7—6—-5—-2—-5-3
Xy:8-9-5-3-8-7—-8—-6—-8—-7T—-5—-7

El contraste que se planteaba era

Hy = py = pig Hy g # piy

Como se trata de un contraste bilateral, el intervalo de confianza para la diferencia de
medias j1; — ji5 con nivel de confianza 1 — o = 0.95, suponiendo varianzas iguales, vale
[—3.0521,0.1521] puntos. Y como segin la hipdtesis nula 1y — puy = 0, y €l 0 cae dentro
del intervalo, se acepta la hipotesis nula.

La ventaja del intervalo es que, ademas de permitirnos realizar el contraste, nos da una
idea de la magnitud de la diferencia entre las medias de los grupos.
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