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Prictica de Estadistica con SPSS 1

Introduccion a SPSS

1 Introduccion

La gran potencia de calculo alcanzada por los ordenadores ha convertido a los mismos en poderosas
herramientas al servicio de todas aquellas disciplinas que, como la estadistica, requieren manejar un gran
volumen de datos. Actualmente, practicamente nadie se plantea hacer un estudio estadistico serio sin la
ayuda de un buen programa de analisis estadistico.

SPSS®" es uno de los programas de andlisis estadisticos més utilizados, sobre todo en el &mbito de
las ciencias biosanitarias.

IBM" SPSS” Statistics .

Version 20

Licensed Malenals - Property of |BM Carp. & Copynght I1BM Corporation and its licensare 1989, 2011, |BM, IBM logo. tbm.com, and SPES
are trademarks or registered trademarks of Intamational Business Machines Corp., registersd in many jurisdictions worldwids, A gurrent
list of 1BV trademarks is available on the Web al weenlibm.comfegalicopyirade shimi. Jawa and alt Java-based trademarks and logos ars
trademarks or registered frademarks of Oracle and/or its affifiates, Other produci and service names might be trademarks of 1BM or other
oompanies. This Program is Goansad under the terme of the licansa agreement sccompanying the Program. This icense agraement may
b sither logated in & Program directory folder or library identifed a5 Licensa or Mon_ |1BM_Licansa, if applicable, or pravided as a printed
license agreement, Please read the agreement carefully bafore wusing the Program. By using the Program you agres o these ferms.

Aeleaze 20.0.0

El objetivo de esta practica es introducir al alumno en la utilizacién de este programa, ensenandole
a realizar las operaciones basicas mas habituales. A lo largo de la préctica, los alumnos aprenderdan a
crear variables, introducir datos de las muestras, transformar variables, filtrar datos y fundir e importar
archivos de datos.

"Esta practica estd basada en la versién 20.0 de SPSS® para Windows en espafiol.
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2 Funciones basicas

2.1 Arranque

Como cualquier otra aplicacion de Windows, para arrancar el programa hay que hacer click sobre la
opcion correspondiente del ment Inicio—Programas, o bien sobre el icono de escritorio

IBM SPS5
Skatistics 20

Cuando el programa arranca, aparece la ventana del editor de datos (figura 1.1).

A% *datos colesterol.sav [Conjunto_de datos1] - IBM SPS5S Statistics Editor de datos [ZHE”'SZI

Erchiva  Edicion  Wer Defos  Tronsformar  Anaizer  Gréficos  Uliidades  Wertona  Avuda

PRGN -~ Pl H 55 B

|VIS\bIE 0 de 0 variables

[ ar | i3t [ e | |

7

I B SPSS Statistios Processor estalisio| | | ||

Figura 1.1 — Ventana del editor de datos.

Como cualquier otra ventana de aplicaciéon de Windows, la ventana del editor de datos tiene una
barra de titulo, una barra de mentus con las distintas funciones que puede hacer SPSS, entre ellas los
analisis estadisticos de datos, una barra de botones que son atajos a las opciones més habituales de
los ments, y una barra de estado en la parte inferior que nos indica lo que hace el programa en cada
instante. Ademds, en la parte inferior aparecen dos pestanas que permiten pasar a la Vista de datos o
ala Vista de variables.

2.2 Introduccién de datos

Para realizar cualquier analisis, la ventana del editor de datos debe contener la matriz de datos a
analizar. Una vez que el usuario obtiene los datos muestrales, estos deben introducirse en esta ventana.
Para ello, lo primero es definir las variables que se han considerado en el estudio. Cada variable se
corresponderd con una columna de la matriz de datos.

Para definir una variable debemos pasar a la Vista de variables haciendo click sobre la correspon-
diente pestafia (figura 1.2).

En esta otra ventana, debemos definir cada variable en una fila, rellenando los siguientes campos:

Nombre El nombre de la variable puede ser cualquier cadena de caracteres que comience por una letra
vy que no contenga espacios en blanco ni caracteres especiales como ?,;,*, etc. Cada nombre de
variable debe ser tinico y no se distingue entre maytsculas y mintusculas.
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A *datos colesterol.sav [Conjunto_de_datos1] - IBM 5PS5 Statistics Editor de datos E@@

Archive  Edicién  Ver Datos  Transformar  Anslizar  Graficos  Uiidades  Vertans — Avuda

SHE MW -~ B h B B

Norbre | Tipo Anchura Decimales Etiqueta Walores Petdidos

Columhas | Alineacidn | Mae

I | Mombre badena 30 Minguna Minguna g = lzquierda &3 Mol
2: Edad Mumérico g 0 Minguna Minguna g = Derecha Descor
B Sexo Numérico 1 ] {1, Hombre... Minguna g = Derecha & Eso
j 4 jF'esn Murnérica il 2 Minguna Minguna g = Derecha ¢ Est
[ 5 ;Ahura Mumérico g 2 Minguna Minguna g = Derecha & Es
B: Colesteral MNumérica 8 2 Minguna Minguna g = Derecha ¢ Es
7 Altura_metros Murérico 8 2 Minguna Minguna a = Detecha ¢ Es
g g 2 g

:'Categuriaipesu Mumeérico {1.00, Bajo... Ninguna = Derecha Desco

IEM SPSS Statistics Processor estalisto | | | | |

Figura 1.2 — Vista de definicién de variables.

Tipo Los tipos mds comunes son Numérico (formato numérico estdndar), Coma (con comas de separacién
cada tres cifras y punto para la parte decimal), Punto (con puntos de separacién cada tres cifras y
coma para la parte decimal), Notacién Cientifica (utiliza la E para la exponenciacién), Cadena
(para datos alfanuméricos) y Fecha.

Anchura Es el nimero méximo de caracteres que pueden tener los valores de la variable.
Decimales Para las variables numéricas es el nimero de cifras decimales que podran escribirse.

Etiqueta Es una descripcién de la variable. Si el nombre de la variable es suficientemente descriptivo
se puede omitir.

Valores Permite asignar etiquetas a los distintos valores que puede tomar la variable. No es obligatorio
pero puede ser 1util en algunos casos.

Al hacer click sobre la casilla aparece un cuadro de didlogo para asignar etiquetas a valores. Para
ello basta con escribir un valor en el cuadro de texto Valor y la correspondiente etiqueta en el
cuadro de texto Etiqueta. Después hay que hacer click sobre el botén Anadir y repetir los mismos
pasos para todos los valores de la variable. Para finalizar hay que hacer click en el botén Aceptar.

Perdidos Permite definir qué valores se utilizaran para representar los datos perdidos por el usuario.
Es 1til para distinguir datos que se han perdido por distintas causas. Por ejemplo, puede ser
interesante distinguir el dato perdido correspondiente a un entrevistado que se niega a responder,
del dato perdido debido a que la pregunta no le afectaba al entrevistado. Los valores de datos
especificados como perdidos por el usuario se excluyen de la mayoria de los calculos.

Al hacer click sobre la casilla aparece un cuadro de didlogo donde deben indicarse los valores
discretos que representaran valores perdidos (pueden introducirse hasta tres), o bien, el rango de
valores que se representaran como valores perdidos.

Columnas Permite especificar el ancho de la columna en la que se introduciran los datos correspon-
dientes a la variable.

Alineacion Permite especificar la alineacién de los datos correspondientes a la variable. Puede ser
Izquierda, Derecha o Centrado.

Medida Permite especificar el tipo de escala utilizada para medir la variable. Puede ser Escala cuando
la variable es numérica y la escala es de intervalo, Ordinal cuando los valores de la variable
representan categorias con un cierto orden o Nominal cuando los valores representan categorias sin
orden.
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Rol Permite especificar la funcién que una variable tiene en el andlisis. Puede ser entrada, cuando se
trata de una variable independiente, objetivo, cuando es una variable dependiente, ambos, cuando
la variable puede ser dependiente e independiente, ninguna si la variable no tiene ninguna funcién
asignada, particion, cuando la variable se utilizara para dividir los datos en muestras separadas y
segmentar, cuando se trata de una variable introducida para asegurar la compatibilidad en SPSS.

Una vez definidas las variables se procede a introducir los datos de la muestra. Para ello hay que
volver a la Ventana de datos haciendo click en la correspondiente pestafia. Ahora apareceran en las
cabeceras de columna los nombres de las variables definidas. Cada individuo de la muestra se corresponde
con una fila de la matriz de datos. Para introducir el valor de una variable en un individuo determinado,
nos situamos en la celda de la fila de dicho individuo y de la columna de la variable, bien haciendo click
sobre la misma, o bien desplazandonos por la matriz de datos con las flechas de movimiento del cursor
del teclado, y se teclea el valor seguido de la tecla Intro (figura 1.3).

=7:,. *datos colesierol.say [Conjunto_de_datos1] - IBM SPS5 Statistics Editor de d... g@

Archive  Edicidn  Wer  Dstos  Transformar  Ansliizar  Gréficos  Utlidedes  Ventana  Ayuda

SHEE e~ FiH N6 55 R

:8 © Aturs | Wisible: 8 e & varisbles

i Narmbre Edad | Sexn | Peso | Altura

85 00 179,00 [4

=1 | José Luis 18 1
| 2 RosaDies k7. 2 85,00 173,00
3 | Javier Garcia 24 1 71,00 181,00
4 | Carmen Lipez 3 2 E& 00 170,00
| 5 | Cristobal Campos 44 il 7000 178,00
I 5] Marisa Lpez 45 2 100 16600
T | Antonio Riiz B8 1 BB 00 174 00
—
# 4

| i i =
| Vista de datos | Visti de veriskles
] ‘

[EM SPSs Statistios Frocessor sstalisto] | | | |

Figura 1.3 — Introduccién de datos en la matriz de datos. Cada columna corresponde a una variable
y cada fila a un individuo de la muestra.

2.3 Guardar datos

Una vez introducidos los datos, conviene guardarlos en un fichero para no tener que volver a intro-
ducirlos en futuras sesiones. Para ello, se selecciona el ment Archivo—Guardar. Si el fichero ya existe,
se actualizard su informacion, y si no, aparecera un cuadro de didlogo en el que hay que introducir el
nombre que queremos darle al fichero y la carpeta donde lo queremos ubicar. Los ficheros de datos de
SPSS tienen por defecto extensién *.sav. Cuando los datos estén guardados en un fichero, el nombre
del fichero aparecerd en el titulo de la ventana de datos (figura 1.3).

2.4 Recuperar datos

Si los datos con los que se pretende trabajar ya estdn guardados en un fichero, entonces tendremos
que abrir dicho fichero. Para ello, se selecciona el meni Archivo—Abrir—Datos y se selecciona el fichero
que se desea abrir. Automaticamente, los datos apareceran en la vista de datos.

2.5 Modificacién de datos

En ocasiones es necesario modificar los datos de la matriz de datos para corregir errores, anadir
nuevos datos o eliminarlos. Para corregir un valor basta con seleccionar la celda que contiene el valor y
teclear el nuevo. Otras operaciones habituales son:
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= Insertar una variable nueva entre otras ya existentes. En la vista de variables se selecciona la
fila que contiene la variable por encima de la cual queremos insertar la nueva, y se selecciona el
menu Edicién—Insertar variable.

= Eliminar una variable. En la vista de variables se selecciona la fila que contiene la variable a eliminar
y se pulsa la tecla Supr.

= Insertar un individuo entre otros ya existentes. En la vista de datos se selecciona la fila que con-
tiene los datos del individuo por encima del cual queremos insertar el nuevo, y se selecciona el
menu Edicién—Insertar caso.

= Eliminar un individuo. En la vista de datos se selecciona la fila que contiene los datos del individuo
a eliminar y se se presiona la tecla Supr.

Cada vez que realicemos modificaciones en la matriz de datos, conviene volver a guardar los datos
para que se actualice el fichero que los contiene.

iImportante!: Cuando por equivocacién realicemos una operacién no deseada, podemos deshacerla
mediante el meni Edicién—Deshacer.

2.6 Transformacion y generaciéon de datos

En muchos andlisis estadisticos se suelen transformar los datos de las variables originales en otros
m&s convenientes para el andlisis que se vaya a efectuar. Para generar una nueva variable median-
te una transformaciéon de otra ya existente o bien mediante funciones ya predefinidas se selecciona el
menu Transformar—Calcular Variable... Entonces aparece la ventana de transformacién de varia-
bles tal y como se muestra en la figura 1.4.

idf Calcular variable

Wariable de desting Expresion numerica:

Aftura_cm i Afturabdetros = 100)

Tifo y efiguets..

& Mombre &
& Edadl

Grupo de funciones:
& sexo - S 2

f Todo
Pezn
Arittméticas

f Alturs
& Nivel de colesteral [Cal.. FDA ¥ FDA no cerirada
& Anul’aMe.‘erS Conversion

& categorisPesn

Fechamhora actual

Funciones vy variables especisles:

(condicidn de selecciin de casos opcional)

s s e e

Figura 1.4 — Ventana de transformacién de variables. A la izquierda aparecen las variables ya definidas,
a la derecha las funciones predefinidas que pueden utilizarse, y en el centro los operadores aritméticos
y relacionales mas comunes.

En esta ventana se debe introducir el nombre de la nueva variable en el cuadro Variable de destino,
y la expresiéon cuyo resultado serd el contenido de la nueva variable en el cuadro Expresién numérica.
Para ello aparecen toda una serie de operadores y funciones para realizar la transformacién, asi como
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la lista de variables ya definidas que pueden utilizarse como argumentos de las distintas funciones de
transformacion.

Los operadores més habituales para construir expresiones son los aritméticos +, -, *, /, ** (poten-
ciacién), los relacionales =, <, >, ~=, <=, >= y los 16gicos & (Y), | (O) y ~ (negacién). Y algunas de las
funciones més habituales son: ABS (valor absoluto), SQRT (raiz cuadrada), EXP (exponencial), LN (loga-
ritmo neperiano), SIN (seno), COS (coseno), TAN (tangente), SUM (suma), MEAN (media aritmética), SD
(desviacion estdndar), RND (redondeo al entero mds cercano), TRUNC (parte entera de un nimero).

Haciendo click en el botén Si la opcidn... se pueden establecer condiciones de aplicacién de la trans-
formacién. Para establecer una condicién debemos activar la opcién Incluir si el caso satisface
la condicién y después introducir una condicién légica como por ejemplo Sexo=1. De este modo, la
transformacion sélo se aplicard a los individuos que cumplan dicha condicion.

Una vez definida la expresién hay que hacer click sobre el botén Aceptar y automaticamente apare-
cerd en la vista de datos una nueva columna con los datos transformados de la nueva variable.

2.7 Recodificacion de datos

Otra forma de transformar una variable es crear otra cuyos valores sean una recodificacién de los de
la primera, por ejemplo agrupando en intervalos. Esta recodificacién podemos hacerla tanto en la misma
variable como en variables diferentes. Para ello se selecciona el meni Transformar—Recodificar en
distintas variables. Automaéaticamente aparece la ventana de recodificaciéon de variables tal y como
se ve en la figura 1.5.

iif Recodificar en distintas variables

Wariahle numetica -= Yariahle de resultado: e ol e

Nombre Peso =7
? Edad i Nomkre: |
2l

& catenoria_peso

& Sero fstegoriapeso |
& atura Eticueta: |
& ivelde colesterol[Col.. [ 1]
& Aturatdetros P

& CategoriaPeso Carmbiat:

WElores antiguos ¥ Nueyos...

Figura 1.5 — Ventana de recodificacién de variables. A la izquierda aparecen las variables ya definidas,
a la derecha deben especificarse las reglas de recodificacion.

Para recodificar una variable en otra nueva, primero debemos seleccionar la variable que queremos
recodificar y hacer click sobre el botén con una flecha que aparece al lado. Después hay que escribir el
nombre de la nueva variable en el cuadro Nombre y hacer click sobre el botén Cambiar. A continuacién
hay que establecer las reglas de recodificacién. Para ello hay que hacer click en el botén Valores antiguos
y nuevos para que aparezca la ventana de definicién de reglas (figura 1.6). Las reglas pueden establecer la
conversion del valor de la variable original que introduzcamos en el cuadro Valor antiguo en el valor de
la variable nueva que introduzcamos en el cuadro Valor nuevo, o bien la conversién de todo un intervalo
de valores de la variable original en un valor de la variable nueva. Una vez definidos dichos valores hay
que hacer click sobre el botén Continuar, y después sobre Aceptar.

2.8 Impresion

Para imprimir se utiliza el meni Archivo—Imprimir. Al instante aparece un cuadro de didlogo para
la impresiéon donde debemos indicar si queremos imprimir todo o bien la selecciéon que hayamos hecho.
Tras esto se hace click sobre el botén Aceptar y la informacion se envia a la impresora.

Antes de imprimir conviene hacer una previsualizacién de lo que se va a enviar a la impresora
para estar seguros de que es eso lo que se quiere. Para ello se utiliza el meni Archivo—Presentacién
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13 Recodificar en distintas variahles: Valores antiguos y nuevos E]
“Walor antigun————————————————————— ~¥alor nuevo
@ walor: @ velor: |
Perdido por el sistema
@ Perdida por &l sistema @ Copiar valores antiguos
Jremteny |

@ Perditio por el sistema o usuaro
Antiguo --= hugva;

Lowvest thru B0 = 1

B0thru 70-= 2

T0thru 80--= 3

|80 thru 90 --= 4

0thru 100 --= 5

100 thru Highest --= &

(3] Rango:

hazta

© Rango, INFERIOR hasta valor:

@ Rango, valor hasta SUPERICR:

—

@ Todos los demés valores

Figura 1.6 — Ventana de definicién de reglas.

preliminar. Entonces aparece un visor donde se ve la pagina, tal y como se enviard a la impresora. Si
todo parece correcto se puede hacer click sobre el botén Imprimir y aparecera el cuadro de dialogo de
impresién desde el que se puede enviar a la impresora definitivamente.

2.9 Salir del programa

Para terminar una sesién de trabajo se utiliza el mend Archivo—Salir, o bien se hace click sobre
el aspa para cerrar la ventana del programa. Si quedan datos o resultados que no se han guardado, el
programa nos preguntard antes de salir si deseamos guardarlos.

2.10 Ayuda

En esta practica sélo hemos descrito las operaciones bésicas en una sesién de trabajo. Pero quedan por
describir todos los analisis estadisticos que pueden realizarse con los ments de la barra de menis. Aunque
muchos de estos ments se explicaran en las siguientes préacticas, el programa dispone del menu de ayuda
Ayuda en el que podemos encontrar una descripciéon de todos estos ments y al que podemos recurrir cada
vez que tengamos dudas.
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3 Ejercicios resueltos

1. Introducir en la matriz de datos los datos de la siguiente muestra y guardarlos en un fichero con el
nombre datos_colesterol.sav.

Nombre Sexo | Peso | Altura | Colesterol
José Luis Martinez Izquierdo H 85 179 182
Rosa Diaz Diaz M 65 173 232
Javier Garcia Sanchez H 71 181 191
Carmen Lépez Pinzén M 65 170 200
Marisa Lépez Collado M 51 158 148
Antonio Ruiz Cruz H 66 174 249
Antonio Ferndndez Ocana H 62 172 276
Pilar Martin Gonzéalez M 60 166 213
Pedro Galvez Tenorio H 90 194 241
Santiago Reillo Manzano H 75 185 280
Macarena Alvarez Luna M 55 162 262
José Maria de la Guia Sanz H 78 187 198
Miguel Angel Cuadrado Gutiérrez H 109 198 210
Carolina Rubio Moreno M 61 177 194

Indicacion

a) En la ventana de Vista de variables, crear las variables Nombre, Sexo, Peso, Altura y Colesterol e introducir
los datos anteriores, siguiendo las indicaciones del apartado 1.2.2.

b) Una vez introducidos los datos, se guardan en un fichero de nombre datos colesterol siguiendo lo indicado
en el apartado 1.2.3.

2. Sobre la matriz de datos del ejercicio anterior realizar las siguientes operaciones:

a) Insertar detrds de la variable Nombre una nueva variable Edad con las edades de todos los
individuos de la muestra.

Nombre Edad
José Luis Martinez Izquierdo 18
Rosa Diaz Diaz 32
Javier Garcia Sanchez 24
Carmen Lépez Pinzén 35
Marisa Lépez Collado 46
Antonio Ruiz Cruz 68
Antonio Fernandez Ocafia 51
Pilar Martin Gonzéilez 22
Pedro Galvez Tenorio 35
Santiago Reillo Manzano 46
Macarena Alvarez Luna 53
José Maria de la Guia Sanz 58
Miguel Angel Cuadrado Gutiérrez 27
Carolina Rubio Moreno 20

Indicacién
1) Enla Vista de variables seleccionar la fila correspondiente a la variable Sexo haciendo click con el ratén
sobre la cabecera de la misma y a continuacién seleccionar el ment Edicién—Insertar variable, con lo
que aparece una nueva fila entre las variables Nombre y Sexo.

2) En la nueva fila definir la variable Edad e introducir los datos anteriores.

3) En la Vista de datos rellenar los datos de la columna correspondiente a la Edad.

b) Insertar entre los individuos 4° y 5° los datos correspondientes al siguiente individuo
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Nombre: Cristébal Campos Ruiz.
Edad: 44 anos.

Sexo: Hombre.

Peso: 70 Kg.

Altura: 178 cm.

Colesterol: 220 mg/dl.

Indicacién
1) Seleccionar la fila correspondiente al 5° individuo, haciendo click con el ratén sobre la cabecera de la
misma y a continuacién seleccionar el meni Edicién—Insertar caso, con lo que aparece una nueva fila
entre las correspondientes a los individuos 4° y 5°.

2) Introducir en la nueva fila los datos que se indican.

c¢) Cambiar el valor de la variable Peso de Macarena Alvarez Luna por 58.

Indicacién
Hacer click con el ratén en la casilla cuyo contenido se desea modificar, escribir 58 y pulsar Enter.

d) Transformar la variable Altura para que aparezca expresada en metros.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Transformar—Calcular variable.

2) En la ventana de transformacién de datos introducir el nombre Altura_metros en el cuadro Variable de
destino.

3) Introducir la expresién Altura/100 en el cuadro Expresién numérica.

4) Hacer click sobre el botén Aceptar.

e) Recodificar la variable peso en las siguientes cuatro categorias, teniendo en cuenta el sexo:

Categoria | Hombres | Mujeres
Bajo <70 <60
Medio (70,85] (60,70]
Alto (85,100] (70,80]
Muy Alto > 100 > 80
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Indicacién

1)
2)

3)
4)

5)

6)
7)
8)

9)
10)
11)
12)

Seleccionar el ment Transformar—Recodificar en distintas variables.

En la ventana de recodificacién de datos seleccionar la variable Peso y hacer click sobre el botén con una
flecha que aparece al lado.

Escribir el nombre de la variable recodificada Categoria_Peso en el cuadro Nombre de la Variable de
resultado y hacer click sobre el botén Cambiar.

Hacer click en el botén Valores antiguos y nuevos para abrir la ventana de definicién de reglas de recodifi-
cacién.

Para definir las reglas de recodificaciéon de los hombres,

a’ Seleccionar la opcién Rango INFERIOR hasta valor del cuadro Valor antiguo e introducir 70 en el
cuadro correspondiente. Introducir 1 en el cuadro de la opcién Valor del cuadro Valor nuevo y hacer
click en el botén Afadir.

b’ Seleccionar la opcién Rango del cuadro Valor antiguo e introducir 70 en el cuadro correspondiente y
85 en el cuadro hasta. Introducir 2 en el cuadro de la opcién Valor del cuadro Valor nuevo y hacer
click en el botén Anadir.

¢’ Seleccionar la opcién Rango del cuadro Valor antiguo e introducir 85 en el cuadro correspondiente y
100 en el cuadro hasta. Introducir 3 en el cuadro de la opcién Valor del cuadro Valor nuevo y hacer
click en el botén Aradir.

d’ Seleccionar la opcién Rango valor hasta SUPERIOR del cuadro Valor antiguo e introducir 100 en el
cuadro correspondiente. Introducir 4 en el cuadro de la opcién Valor del cuadro Valor nuevo y hacer
click en el botén Anadir.

Hacer click en el botén Continuar para cerrar la ventana.

Hacer click en el botén Si la opcién... para abrir la ventana de definicién de concidiones.

Seleccionar la opcién Incluir si el caso satisface la condicién e introducir la condicién Sexo=¢ ‘H’’
en el cuadro correspondiente.

Hacer click en el botén Continuar para cerrar la ventana.

Hacer click en el botén Aceptar.

Repetir los mismos pasos para establecer las reglas de codificacién de las mujeres.

En Vista de variables hacer clik en Valores de Categoria_Peso, y en Etiquetas de valor ir asignando
a los valores 1, 2, 3 y 4 las etiquetas Bajo, Medio, Alto y Muy alto respectivamente, haciendo click en el
botén Anadir después de cada asignacién, y una vez terminado hacer click en el Aceptar.

f) Volver a guardar los cambios en el fichero anterior y salir del programa.

Indicacion

1)
2)

Seleccionar el ment Archivo—>Guardar.

Seleccionar el meni Archivo—»Salir.

4 Caso practico

Se ha diseniado un ensayo clinico aleatorizado, doble-ciego y controlado con placebo, para estudiar
el efecto de dos alternativas terapéuticas en el control de la hipertension arterial. Se han reclutado 100
pacientes hipertensos y estos han sido distribuidos aleatoriamente en tres grupos de tratamiento. A uno
de los grupos (control) se le administré un placebo, a otro grupo se le administré un inhibidor de la
enzima conversora de la angiotensina (IECA) y al otro un tratamiento combinado de un diurético y un
Antagonista del Calcio. Las variables respuesta final fueron las presiones arteriales sistélica y diastélica.

Los datos con las claves de aleatorizaciéon han sido introducidos en una base de datos que reside en
la central de aleatorizacién, mientras que los datos clinicos han sido archivados en dos archivos distintos,
uno para cada uno de los dos centros participantes en el estudio.

Las variables almacenadas en estos archivos clinicos son las siguientes:

» CLAVE Clave de aleatorizacién

= NOMBRE Iniciales del paciente

s F_NACIM Fecha de Nacimiento

s F_INCLUS Fecha de inclusién

10
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SEXO Sexo (0: Hombre 1: Mujer)
ALTURA Altura en cm.

PESO Peso en Kg.

PAD_INI Presién diastélica basal (inicial)
PAD_FIN Presion diastdlica final
PAS_INI Presién sistdlica basal (inicial)
PAS_FIN Presién sistélica final

El archivo de claves de aleatorizacién contiene sélo dos variables.

CLAVE Clave de aleatorizacién
FARMACO Férmaco administrado (0: Placebo, 1: IECA, 2:Ca Antagonista + diurético)

Se pide:

1.

2.

3.

4.

Leer los datos del centro con 10 pacientes, incluidos en el archivo Hipertensos HA.xls, este hospital
trabaja con la hoja de calculo Excel.

Indicacién

Desplegar el meni Archivo—Abrir—Datos, e ir hasta el directorio que contiene el archivo Hipertensos HA .xls,
escogiendo como tipo de archivo el formato de Excel. Una vez tenemos delante el nombre del archivo, para
abrirlo serd suficiente con un doble clik, pero teniendo en cuenta que hay que activar la opcién Leer nombres
de variables si queremos que utilice la primera fila del archivo de Excel para dar nombre a las variables en el
archivo de datos de SPSS.

Anadir a estos, los datos de los pacientes 11 al 100, incluidos en el archivo Hipertensos HB y guardar
los datos como Hipertensos totales.
Indicacién
a) Teniendo en cuenta que lo que pretendemos es anadir nuevos casos a un archivo de datos ya abierto, el
menu a utilizar es Datos—Fundir archivos—Afiadir casos. Después activamos la opcién Un archivo de
datos de SPSS Statistics externo, y con el botén Examinar accedemos hasta la carpeta que contenga

el archivo Hipertensos HB. Una vez seleccionado, utilizamos el botén Continuar, y posteriormente el botén
Aceptar en el siguiente cuadro de didlogo que aparece.

b) Una vez generado el archivo de datos, para guardarlo podemos utilizar el meni Archivo—Guardar como.

Fusionar los datos clinicos con las claves de aleatorizacion. El fichero con las claves se denomina
Claves aleatorizacion. Grabar el archivo resultante con el nombre Hipertensos Datos Claves

Indicacién

De forma similar al apartado anterior pero teniendo en cuenta que ahora lo que pretendemos es anadir variables.
Para ello utilizamos el menti: Datos—Fundir archivos—Afiadir variables, para acceder después hasta el archivo
Claves aleatorizacion, y posteriormente vamos aceptando en todos los cuadros de didlogo que aparecen. Una vez
generado, guardamos el nuevo archivo de datos y claves: mend Archivo—Guardar como.

Crear un archivo para cada uno de los grupos de tratamiento. Denominar a estos archivos Hiper-
tensos placebo, Hipertensos IECA e Hipertensos Ca respectivamente.

Indicacién
Se podria lograr el mismo resultado de multiples maneras. Por ejemplo:

a) Segmentando el archivo mediante el ment Datos—Dividir archivo..., y Organizar los resultados por
grupos basados en la variable farmaco. Una vez dividido el archivo, podemos marcar los casos correspon-
dientes a cada uno de los fAirmacos y hacer un cortar y pegar en un nuevo archivo especifico para cada
farmaco.

b) También podemos generar los nuevos archivos utilizando el sistema de filtros de SPSS. Para ello el mend a
utilizar es Datos—Seleccionar Casos..., con la opcién Si se satisface la condicién, botén Si la op...,
y entramos en un cuadro de didlogo en el que damos forma a la condicién, que en primera instancia sera far-
maco=0, para volver al cuadro de didlogo anterior y escoger la opcién Copiar casos seleccionados a
un nuevo conjunto de datos y poner en Nombre de conjunto de datos: Hipertensos_placebo. Igualmente,
repetiriamos el proceso para los otros dos farmacos.
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5. Calcular, para cada paciente, la edad en anos el dia de la incorporacién al estudio (redondeando al
entero més préoximo). Denominar la nueva variable edad y etiquetarla correspondientemente.

Indicacién

Internamente SPSS trabaja con las variables en formato fecha almacenando el niimero de segundos transcurridos
desde el comienzo del Calendario Gregoriano en el ano 1582 hasta la fecha que introducimos. Por lo tanto, si
restamos dos variables en formato fecha, no nos da el ntimero de anos transcurridos entre una y otra, sino el
ndmero de segundos. Por ello, la nueva variable obtenida como resultado de la resta hay que dividirla entre
el nimero de segundos que tiene un ano a razén de 3600 segundos la hora, 24 horas el dia, y 365,25 dias el
ano, aproximadamente. Teniendo en cuenta lo anterior, el proceso a utilizar es: Menu Transformar—Calcular
variable, y en Variable de destino, escribimos edad. Como expresién numérica para su cédlculo introducimos:

(F_INCLUS - F_NACIM)/(365.25 * 24 * 3600)

6. Recodificar dicha edad de forma que la nueva variable, de nombre grupoedad, tome los siguientes
valores y etiquetas de valor:

Edad en anos Grupo edad Etiqueta
Edad < 37 1 Hasta 37 inclusive
37 < Edad < 44 2 De 37 a 44
44 < Edad < 51 3 De 44 a 51
Edad > 51 4 Mayores de 51

Indicacién

Para recodificar una variable, se utiliza el proceso ya explicado en la practica de Introduccién a SPSS, con
el menu Transformar—Recodificar en distintas variables, escogiendo edad como Variable de entrada, y
dando el nombre grupoedad a la Variable de resultado, utilizando el botén Cambiar, y posteriormente el botén
Valores antiguos y nuevos para delimitar las categorias de la nueva variable.

7. Calcular, para cada paciente, el indice de masa corporal (se obtiene dividiendo el peso, expresado
en kg, entre la altura, expresada en m, elevada al cuadrado) y almacenar el resultado en la variable
masacorp.

Indicacién
Con el menid Transformar—Calcular variable, escogiendo como variable de destino masacorp, y como expresion
numérica la indicada en el enunciado.

8. Recodificar dicho indice de masa corporal, de forma que la nueva variable, de nombre obesidad,
tome los siguientes valores y etiquetas de valor segin el sexo del paciente.

Sexo Masacorp Obesidad | Etiqueta
<21 1 Desnutrido
(21, 26,94] 2 Normal
0 (26,94, 32,94] 3 Sobrepeso
(32,94, 43,94] 4 Obeso
> 43,94 5 Muy obeso
<19 1 Desnutrido
(19, 24,94] 2 Normal
1 (24,94, 29,94] 3 Sobrepeso
(29,94, 39,94] 4 Obeso
> 39,94 5 Muy obeso

Indicacién

Se trata de un problema de recodificaciéon, muy parecido al explicado en la indicacién del punto 6, con la dnica
novedad de que ahora hay que hacer una doble recodificacién: por un lado para hombres y por el otro para
mujeres. Para ello, después de escoger las variables de entrada y de resultado, haciendo uso del botén condicional
Si la opcién podemos escoger unicamente los casos que cumplen la condicién impuesta por la variable Sexo; es
decir, con la condicién Sexo=0, recodificamos en primera instancia el indice de masa corporal de los hombres, y
con Sexo=1 recodificamos el de las mujeres.
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Prictica de Estadistica con SPSS 2

Distribuciones de Frecuencias

y Representaciones Graficas

1 Fundamentos tedricos

Uno de los primeros pasos en cualquier estudio estadistico es el resumen y la descripcion de la
informacién contenida en una muestra. Para ello se van a aplicar algunos métodos de anélisis descriptivo,
que nos permitiran clasificar y estructurar la informacién al igual que representarla graficamente.

Las caracteristicas que estudiamos pueden ser o no susceptibles de medida; en este sentido definiremos
una variable como un carédcter susceptible de ser medido, es decir, cuantitativo y cuantificable mediante
la observacién, (por ejemplo el peso de las personas, la edad, etc...), y definiremos un atributo como
un caracter no susceptible de ser medido, y en consecuencia observable tan sélo cualitativamente (por
ejemplo el color de ojos, estado de un paciente, etc...). Se llaman modalidades a las posibles observaciones
de un atributo.

Dentro de los atributos, podemos hablar de atributos ordinales, los que presentan algun tipo de orden
entre las distintas modalidades, y de atributos nominales, en los que no existe ningun orden entre ellas.

Dentro de las variables podemos diferenciar entre discretas, si sus valores posibles son valores aislados,
y continuas, si pueden tomar cualquier valor dentro de un intervalo.

En algunos textos no se emplea el término atributo y se denominan a todos los caracteres variables. En
ese caso se distinguen variables cuantitativas para designar las que aqui hemos definido como variables,
y variables cualitativas para las que aqui se han llamado atributos. En lo sucesivo se aplicard este criterio
para simplificar la exposicién.

1.1 Calculo de frecuencias

Para estudiar cualquier caracteristica, lo primero que deberemos hacer es un recuento de las obser-
vaciones, y el numero de repeticiones de éstas. Para cada valor z; de la muestra se define:

Frecuencia absoluta Es el niimero de veces que aparece cada uno de los valores x; y se denota por n;.

Frecuencia relativa Es el numero de veces que aparece cada valor x; dividido entre el tamano muestral
y se denota por f;

"
=™
n

Generalmente las frecuencias relativas se multiplican por 100 para que representen el tanto por
ciento.

En el caso de que exista un orden entre los valores de la variable, a veces nos interesa no sélo conocer
el nimero de veces que se repite un determinado valor, sino también el niimero de veces que aparece
dicho valor y todos los anteriores. A este tipo de frecuencias se le denomina frecuencias acumuladas.

Frecuencia absoluta acumulada Es la suma de las frecuencias absolutas de los valores menores que
x; mas la frecuencia absoluta de x;, y se denota por NN;

lenl—i—ng—i——l—nz
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Frecuencia relativa acumulada Es la suma de las frecuencias relativas de los valores menores que x;
més la frecuencia relativa de x;, y se denota por F;

Fi=f+fo+...4+f;

Los resultados de las observaciones de los valores de una variable estadistica en una muestra suelen
representarse en forma de tabla. En la primera columna se representan los valores z; de la variable coloca-
dos en orden creciente, y en la siguiente columna los valores de las frecuencias absolutas correspondientes
;.

Podemos completar la tabla con otras columnas, correspondientes a las frecuencias relativas, f;, v a
las frecuencias acumuladas, N; y F;. Al conjunto de los valores de la variable observados en la muestra
junto con sus frecuencias se le conoce como distribucion de frecuencias muestral.

Ejemplo En una encuesta a 25 matrimonios, sobre el ntimero de hijos que tienen, se obtienen los
siguientes datos:

1,2,4,2,2,2,3,2,1,1,0,2,2,0,2,2,1,2,2,3,1,2, 2,1, 2.

Los valores distintos de la variable son: 0, 1, 2, 3 y 4. Asi frecuencia absoluta seria:

z; | Recuento n;
0|11

1 | IIIIIT 6
2 | IIIITIIIIIIIII | 14
3 | I 2
4 |1 1

Y la tabla de distribucién de las frecuencias seria:

v, |ni| fi |Ni| Fi

0 | 210082008

T |6 024 80,32

2 140,56 | 22 | 0,83

3 0,08 | 24 | 0,96

4 1 10,04 | 25 1
Suma | 25 1

Cuando el tamano de la muestra es grande en el caso de variables discretas con muchos valores
distintos de la variable, y en cualquier caso si se trata de variables continuas, se agrupan las observaciones
en clases, que son intervalos contiguos, preferiblemente de la misma amplitud.

Para decidir el nimero de clases a considerar, una regla frecuentemente utilizada es tomar el entero
més préximo a y/n donde n es el nimero de observaciones en la muestra. Pero conviene probar con
distintos nimeros de clases y escoger el que proporcione una descripcién més clara. Asi se prefijan los
intervalos (a;—1,a;],4 = 1,2,...,1 siendo a = a9 < a1 < ... < a; = b de tal modo que todos los
valores observados estén dentro del intervalo (a,b], y sin que exista ambigiiedad a la hora de decidir a
qué intervalo pertenece cada dato.

Llamaremos marca de clase al punto medio de cada intervalo. Asi la marca de la clase (a;—1,a;] es
el punto medio z; de dicha clase, es decir

ai—1 + a;
= —
2
En el tratamiento estadistico de los datos agrupados, todos los valores que estan en una misma clase

se consideran iguales a la marca de la clase. De esta manera si en la clase (a;_1,a;] hay n; valores
observados, se puede asociar la marca de la clase z; con esta frecuencia n;.

1.2 Representaciones graficas

Hemos visto que la tabla estadistica resume los datos de una muestra, de forma que ésta se puede
analizar de una manera mas sistemdtica y resumida. Para conseguir una percepcién visual de las ca-
racteristicas de la poblacién resulta muy util el uso de graficas y diagramas. Dependiendo del tipo de
variable y de si trabajamos con datos agrupados o no, se utilizaran distintos tipos.
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Diagrama de barras y poligono de frecuencias

Consiste en representar sobre el eje de abscisas de un sistema de ejes coordenados los distintos
valores de la variable X, y levantar sobre cada uno de esos puntos una barra cuya altura sea igual a
la frecuencia absoluta o relativa correspondiente a ese valor, tal y como se muestra en la figura 2.1(a).
Esta representacién se utiliza para distribuciones de frecuencias con pocos valores distintos de la variable,
tanto cuantitativas como cualitativas, y en este ultimo caso se suele representar con rectangulos de altura
igual a la frecuencia de cada modalidad.

En el caso de variables cuantitativas se puede representar también el diagrama de barras de las
frecuencias acumuladas, tal y como se muestra en la figura 2.1(b).

Otra representacion habitual es el poligono de frecuencias que consiste en la linea poligonal cuyos
vertices son los puntos (z;,n;), tal y como se ve en la figura 2.1(c), y si en vez de considerar las frecuen-
cias absolutas o relativas se consideran las absolutas o relativas acumuladas, se obtiene el poligono de
frecuencias acumuladas, como se ve en la figura 2.1(d).

~ .
—
o4
© o |
—
o .
o 4
~
. - -- -
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Numero de hijos Niimero de hijos

20 25
1

Frecuencia absoluta n;
8
I
Frecuencia absoluta acumulada N;
15

(a) Diagrama de barras de frecuencias absolutas. (b) Diagrama de barras de frecuencias absolutas acu-
muladas.

Frecuencia absoluta n;
Frecuencia absoluta acumulada N;

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Ntmero de hijos Niimero de hijos
(c) Poligono de frecuencias absolutas. (d) Poligono de frecuencias absolutas acumuladas

Figura 2.1 — Diagramas de barras y poligonos asociados para datos no agrupados.
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Histogramas

Este tipo de representaciones se utiliza en variables continuas y en variables discretas en que se ha
realizado una agrupacién de las observaciones en clases. Un histograma es un conjunto de rectdngulos,
cuyas bases son los intervalos de clase (a;_1, a;] sobre el eje OX y su altura la correspondiente frecuencia
absoluta , relativa, absoluta acumulada, o relativa acumulada, tal y como se muestra en la figuras 2.2(a)
y 2.2(b).

Si unimos los puntos medios de las bases superiores de los rectangulos del histograma, se obtiene el
poligono de frecuencias correspondiente a datos agrupados (figura 2.2(c)).

El poligono de frecuencias también se puede utilizar para representar las frecuencias acumuladas,
tanto absolutas como relativas. En este caso la linea poligonal se traza uniendo los extremos derechos de
las bases superiores de los rectangulos del histograma de frecuencias acumuladas, en lugar de los puntos
centrales (figura 2.2(d)).

=
<
E
5 E!
s E
= o
= <
2 g
5 E
-8 2
g =
Z £
& =
= g
8
=
r T T T T 1 r T T T T 1
150 160 170 180 190 200 150 160 170 180 190 200
Estatura Estatura
(a) Histograma de frecuencias absolutas. (b) Histograma de frecuencias absolutas acumula-
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(c) Poligono de frecuencias absolutas. (d) Poligono de frecuencias absolutas acumuladas

Figura 2.2 — Histograma y poligonos asociados para datos agrupados.

Para variables cualitativas y cuantitativas discretas también se pueden usar las superficies represen-
tativas; de éstas, las mas empleadas son los sectores circulares.
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Sectores circulares o diagrama de sectores

Es una representacién en la que un circulo se divide en sectores, de forma que los dngulos, y por tanto
las dreas respectivas, sean proporcionales a la frecuencia.

Ejemplo Se estd haciendo un estudio en una poblacién el grupo sanguineo de sus ciudadanos. Para ello
disponemos de una muestra de 30 personas, con los siguientes resultados: 5 personas con grupo 0, 14 con
grupo A, 8 con grupo B y 3 con grupo AB.

El diagrama de sectores de frecuencias relativas correspondiente aparece en la figura 2.3.

Distribucién del grupo sanguineo

grupo A 47%
grupo 0 16 %

grupo B 27%
grupo AB 10%

Figura 2.3 — Diagrama de sectores de frecuencias relativas del grupo sanguineo.

Diagrama de cajas y datos atipicos

Los datos extremadamente altos o bajos, en comparacién con los del resto de la muestra, reciben el
nombre de datos influyentes o datos atipicos. Tales datos que, como su propio nombre indica, pueden
modificar las conclusiones de un estudio, deben ser considerados atentamente antes de aceptarlos, pues
no pocas veces podran ser, simplemente, datos erréoneos. La representacién grafica més apropiada para
detectar estos datos es el diagrama de cajas. Este diagrama estd formado por una caja que contiene el
50 % de los datos centrales de la distribucién, y unos segmentos que salen de la caja, que indican los
limites a partir de los cuales los datos se consideran atipicos. En la figura 2.4 se puede observar un
ejemplo en el que aparecen dos datos atipicos.
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Diagrama de caja y bigotes del peso de recien nacidos

°
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e < | t----- °
C1 Cy  Ch
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2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5
Peso (Kg)

Figura 2.4 — Diagrama de cajas para una muestra de recién nacidos. Existen dos ninos con pesos
atipicos, uno con peso extremadamente bajo 1,9 kg, y otro con peso extremadamente alto 4,5 kg.
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2 Ejercicios resueltos

1. Se realiz6 una encuesta a 40 personas de méas de 70 anos sobre el nimero de medicamentos distintos
que tomaban habitualmente. El resultado de dicha encuesta fue el siguiente:

3-1-2-2-0-1-4-2-3-5-1-3-2-3-1-4-2-4-3-2
3-5-0-1-2-0-2-3-0-1-1-5-3-4-2-3-0—-1-2-3

Se pide:

a) Crear la variable medicamentos e introducir los datos.
b) Construir la tabla de frecuencias.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Analizar—Estadisticos descriptivos—Frecuencias.
2) Seleccionar la variable medicamentos en el campo Variables del cuadro de didlogo.

3) Activar la opcién Mostrar tabla de frecuencias y hacer click en el botén Aceptar.

¢) Dibujar el diagrama de barras de las frecuencias absolutas.

Indicacién
1) Seleccionar el menui Graficos—Cuadros de didlogo antiguos—Barras—Definir.

2) Seleccionar la variable medicamentos en el campo Eje de categorias del cuadro de didlogo y seleccionar
la opcién N° de casos.

d) Dibujar el poligono de frecuencias absolutas.

Indicacién
1) Seleccionar el menui Graficos—Cuadros de didlogo antiguos—Lineas—Definir.

2) Seleccionar la variable medicamentos en el campo Eje de categorias del cuadro de didlogo y seleccionar
la opcién N° de casos.

e) Dibujar el diagrama de barras de las frecuencias relativas acumuladas.
Indicacién
Repetir los mismos pasos del apartado ¢) pero seleccionando esta vez la opcién % acum.
/) Dibujar el diagrama de sectores.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Graficos—Cuadros de didlogo antiguos—Sectores—Definir.
2) Seleccionar la variable medicamentos en el campo Definir sectores por del cuadro de didlogo.

2. En un hospital se realizé un estudio sobre el niimero de personas que ingresaron en urgencias en el
mes de noviembre. Los datos observados fueron:

15-23-12-10-28—-7-12-17-20—-21—-18 - 13- 11 —-12 - 26
29-6-16—-39-22—-14-17—-21-28—-9—-16—-13—-11—-16—20

Se pide:

a) Crear la variable urgencias e introducir los datos.

b) Dibujar el histograma de las frecuencias absolutas agrupando en 5 clases desde el 0 hasta el 40.
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Indicacion
1) Seleccionar el ment Graficos—Cuadros de didlogo antiguos—Histograma.
2) Seleccionar la variable urgencias en el campo Variable del cuadro de didlogo y hacer click en el botén
Aceptar.
3) Editar el histograma haciendo doble click sobre él.

4) En el editor de graficos hacer click con el botén derecho del ratén en la zona del histograma, el cual
quedara rodeado de una linea amarilla y hacer click en la ventana emergente sobre Ventana Propiedades.

5) Seleccionar la opcién Clases de punto, en Eje X elegir Personalizado y en Nimero de Intervalos poner
5.

6) Hacer click sobre el botén Aplicar, después sobre el botén Cerrar de la ventana de propiedades y cerrar el
editor de graficos.

¢) Dibujar el diagrama de cajas. jExiste algin dato atipico?

Indicacién
1) Seleccionar el menu Graficos—Cuadros de didlogo antiguos—Diagramas de caja.
2) Seleccionar la opcién Restimenes para distintas variables y hacer click en el botén Definir.

3) Seleccionar la variable urgencias en el campo Las cajas representan del cuadro de didlogo y hacer click
sobre el botén Aceptar.

d) En el caso de que exista algin dato atipico, eliminarlo y dibujar el histograma de frecuencias
absolutas, de forma que aparezcan clases de amplitud 5, comenzando en el 5 y terminando en el
30.

Indicacién
1) Identificar el caso que corresponde al dato atipico y eliminarlo en el editor de datos.

2) Repetir los pasos del apartado b) para dibujar el histograma.

3 Ejercicios propuestos

1. El nimero de lesiones padecidas durante una temporada por cada jugador de un equipo de futbol fue
el siguiente:

0-1-2-1-3-0-1-0-1-2-0-1
1-1-2-0-1-3-2-1-2-1-0-1
Se pide:

a) Crear la variable lesiones e introducir los datos.
b

) Construir la tabla de frecuencias.

¢) Dibujar el diagrama de barras de las frecuencias relativas acumuladas.
)
)

d

(&

Dibujar el poligono de frecuencias de las frecuencias absolutas acumuladas.

Dibujar el diagrama de sectores.

2. Para realizar un estudio sobre la estatura de los estudiantes universitarios, seleccionamos, mediante
un proceso de muestreo aleatorio, una muestra de 30 estudiantes, obteniendo los siguientes resultados
(medidos en centimetros):

179, 173, 181, 170, 158, 174, 172, 166, 194, 185,

162, 187, 198, 177, 178, 165, 154, 188, 166, 171,
175, 182, 167, 169, 172, 186, 172, 176, 168, 187.

Se pide:

a) Crear la variable estatura e introducir los datos.
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b) Dibujar el histograma de las frecuencias absolutas agrupando desde 150 a 200 en clases de
amplitud 10.

¢) Dibujar el diagrama de cajas. jExiste algin dato atipico?.
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Prictica de Estadistica con SPSS 3

Estadisticos Muestrales

1 Fundamentos tedricos

Hemos visto como podemos presentar la informaciéon que obtenemos de la muestra, a través de tablas
o bien a través de graficas. La tabla de frecuencias contiene toda la informacion de la muestra pero resulta
dificil sacar conclusiones sobre determinados aspectos de la distribucién con sélo mirarla. Ahora veremos
como a partir de esos mismos valores observados de la variable estadistica, se calculan ciertos nimeros
que resumen la informacién muestral. Estos numeros, llamados Estadisticos, se utilizan para poner de
manifiesto ciertos aspectos de la distribucién, tales como la dispersién o concentracién de los datos, la
forma de su distribucién, etc. Segin sea la caracteristica que pretenden reflejar se pueden clasificar en
Medidas de posicién, Medidas de dispersién y Medidas de forma.

1.1 Medidas de posicion

Son valores que indican cémo se sitiian los datos. Los mas importantes son la Media aritmética, la
Mediana y la Moda.
Media aritmética T

Se llama media aritmética de una variable estadistica X, y se representa por T , a la suma de todos
los resultados observados, dividida por el tamano muestral. Es decir, la media de la variable estadistica
X, cuya distribucién de frecuencias (z;,n;), viene dada por

T: =
ny+...+ng n

k
rT+...+T1+.. .+ T +...+ap mlnl—i—...—}-xknk_lzxn
= - ini

nz:l

La media aritmética solo tiene sentido en variables cuantitativas.

Mediana Me

Se llama mediana y lo denotamos por Me, a aquel valor de la muestra que, una vez ordenados todos
los valores de la misma en orden creciente, tiene tantos términos inferiores a él como superiores. En
consecuencia, divide la distribucién en dos partes iguales.

La mediana sélo tiene sentido en atributos ordinales y en variables cuantitativas.

Moda Mo

La moda es el valor de la variable que presenta una mayor frecuencia en la muestra. Cuando haya
mas de un valor con frecuencia maxima diremos que hay mas de una moda. En variables continuas o
discretas agrupadas llamaremos clase modal a la que tenga la méaxima frecuencia. Se puede calcular la
moda tanto en variables cuantitativas como cualitativas.
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Cuantiles

Si el conjunto total de valores observados se divide en r partes que contengan cada una ’: observa-

ciones, los puntos de separacion de las mismas reciben el nombre genérico de cuantiles.
Segun esto la mediana también es un cuantil con » = 2. Algunos cuantiles reciben determinados
nombres como:

Cuartiles. Son los puntos que dividen la distribucién en 4 partes, con igual nimero de observaciones
en cada una de ellas y se designan por C1, Cs, C5. Es claro que Cy = Me.

Deciles. Son los puntos que dividen la distribucién en 10 partes, con igual nimero de observaciones en
cada una de ellas y se designan por Dy, Dy, ..., Dy.

Percentiles. Son los puntos que dividen la distribucién en 100 partes, con igual nimero de observaciones
en cada una de ellas y se designan por Pi, Ps, ..., Pyg.

1.2 Medidas de dispersion

Miden la separacién existente entre los valores de la muestra. Las mas importantes son el Rango o
Recorrido, el Rango Intercuartilico, la Varianza, la Desviacion Tipica y el Coeficiente de Variacién.
Rango o Recorrido Re

La medida de dispersién més inmediata es el rango. Llamamos recorrido o rango y lo designaremos
por Re a la diferencia entre los valores maximo y minimo que toma la variable en la muestra. Es decir

Re = max{x;,i=1,2,...,n} —min{x;,i =1,2,...,n}

Este estadistico sirve para medir el campo de variacién de la variable, aunque es la medida de
dispersion que menos informacién proporciona sobre la mayor o menor agrupacion de los valores de la
variable alrededor de las medidas de tendencia central. Ademaés tiene el inconveniente de que se ve muy
afectado por los datos atipicos.

Rango intercuartilico RI

El rango intercuartilico RI es la diferencia entre el tercer y el primer cuartil, y mide, por tanto, el
campo de variacién del 50 % de los datos centrales de la distribucién. Por consiguiente

RI =C5—-C;

La ventaja del rango intercuartilico frente al recorrido es que no se ve tan afectado por los datos atipicos.

Varianza s2

Llamamos varianza de una variable estadistica X, y la designaremos por s2, a la media de los cua-
drados de las desviaciones de los valores observados respecto de la media de la muestra. Asi

Desviacién tipica s,

La raiz cuadrada positiva de la varianza se conoce como desviacion tipica de la variable X, y se

representa por s
s=+4/52
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Coeficiente de variacion de Pearson Cuv,

Al cociente entre la desviacion tipica y el valor absoluto de la media se le conoce como coeficiente de
variacion de Pearson o simplemente coeficiente de variacion:

Sx
Cuy,

e

El coeficiente de variacién es adimensional, y por tanto permite hacer comparaciones entre variables
expresadas en distintas unidades. Cuanto més proximo esté a 0, menor serd la dispersion de la muestra
en relacién con la media, y més representativa sera ésta ultima del conjunto de observaciones.

1.3 Medidas de forma

Indican la forma que tiene la distribucion de valores en la muestra. Se pueden clasificar en dos grupos:
Medidas de asimetria y medidas de apuntamiento o curtosis.
Coeficiente de asimetria de Fisher g,

El coeficiente de asimetria de Fisher, que se representa por gi, se define como

SF (@i~

9= 5
Sl‘

Dependiendo del valor que tome tendremos:
= g7 = 0. Distribucién simétrica.
= g1 < 0. Distribucién asimétrica hacia la izquierda.

= g1 > 0. Distribucién asimétrica hacia la derecha.

Coeficiente de apuntamiento o curtosis g,

El grado de apuntamiento de las observaciones de la muestra, se caracteriza por el coeficiente de
apuntamiento o curtosis y se representa por go

k _
o Zi:l(xi - x)4fi 3
g2 = —4 -
SCL‘
Dependiendo del valor que tome tendremos:

= go = 0. La distribucién tiene un apuntamiento igual que el de la distribuciéon normal de la misma
media y desviacién tipica. Se dice que es una distribucién mesocurtica.

= go < 0. La distribucién es menos apuntada que la distribucién normal de la misma media y
desviacién tipica. Se dice que es una distribucién platicirtica.

= go > 0. La distribucién es més apuntada que la distribuciéon normal de la misma media y desviaciéon
tipica. Se dice que es una distribucién leptocirtica.

Tanto g; como g, suelen utilizarse para comprobar si los datos muestrales provienen de una poblacion
no normal. Cuando g; estd fuera del intervalo [-2,2] se dice que la distribucién es demasiado asimétrica
como para que los datos provengan de una poblacién normal. Del mismo modo, cuando g estéd fuera del
intervalo [-2,2] se dice que la distribucién es, o demasiado apuntada, o demasiado plana, como para que
los datos provengan de una poblacién normal.
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1.4 Estadisticos de variables en las que se definen grupos

Ya sabemos cémo resumir la informacién contenida en una muestra utilizando una serie de estadisti-
cos. Pero hasta ahora sélo hemos estudiado ejemplos con un tnico caracter objeto de estudio.

En la mayoria de las investigaciones no estudiaremos un tnico caracter, sino un conjunto de caracteres,
y muchas veces sera conveniente obtener informacion de un determinado carécter, en funcién de los grupos
creados por otro de los caracteres estudiados en la investigacién. A estas variables que se utilizan para
formar grupos se les conoce como wariables clasificadoras o discriminantes.

Por ejemplo, si se realiza un estudio sobre un conjunto de ninos recién nacidos, podemos estudiar su
peso. Pero si ademds sabemos si la madre de cada nifo es fumadora o no, podremos hacer un estudio
del peso de los ninos de las madres fumadoras por un lado y los de las no fumadoras por otro, para ver
si existen diferencias entre ambos grupos.
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2 Ejercicios resueltos

1. Se realiz6 una encuesta a 40 personas de méas de 70 anos sobre el nimero de medicamentos distintos
que tomaban habitualmente. El resultado de dicha encuesta fue el siguiente:

3-1-2-2-0-1-4-2-3-5-1-3-2-3-1-4-2-4-3-2
3-5-0-1-2-0-2-3-0-1-1-5-3-4-2-3-0—-1-2-3

Se pide:

a) Crear la variable medicamentos e introducir los datos. Si ya se tienen los datos, simplemente
recuperarlos.

b) Calcular la media aritmética, mediana, moda, varianza y desviacién tipica de dicha variable.
Interpretar los estadisticos.
Indicacién
1) Seleccionar el ment Analizar—Estadisticos descriptivos—Frecuencias.
2) Seleccionar la variable medicamentos en el campo Variables del cuadro de didlogo.

3) Hacer click sobre el botén Estadisticos. Para seleccionar inicamente los estadisticos que nos piden, marcar
las casillas correspondientes a dichos estadisticos y hacer click sobre los botones Continuar y Aceptar.

¢) Calcular el coeficiente de asimetria y el de curtosis e interpretar los resultados

Indicacién
Seguir los mismos pasos del apartado anterior, seleccionando ahora los estadisticos que se piden.

d) Calcular los cuartiles.

Indicacién
Seguir los mismos pasos de los apartados anteriores, activando la opcién Cuartiles.

2. En un grupo de 20 alumnos, las calificaciones obtenidas en Matematicas fueron:

SS-AP-SS-AP-AP-NT-NT-AP-SB-SS
SB-SS-AP-AP-NT-AP-SS-NT-SS-NT

Se pide:

a) Crear la variable calificaciones e introducir los datos.
b) Recodificar esta variable, asignando 2,5 al SS, 5,5 al AP, 7,5 al NT y 9,5 al SB.

Indicacién

1) Seleccionar el menid Transformar—Recodificar en distintas variables.

2) Seleccionar la variable calificaciones y hacer click sobre el botén con la flecha del cuadro de didlogo para
llevarla a Variable de entrada.

3) Introducir el nombre de la nueva variable en el campo Nombre del cuadro de didlogo y hacer click en el
botén Cambiar.

4) Hacer click en el botén Valores antiguos y nuevos e introducir las reglas de recodificacién y hacer click
sobre los botones Continuar y Aceptar.

¢) Calcular la moda y la mediana.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Analizar—Estadisticos descriptivos—Frecuencias.
2) Seleccionar la variable recodificada en el campo Variables del cuadro de didlogo.
3) Hacer click sobre el botén Estadisticos, seleccionar los estadisticos que se piden y hacer click sobre los
botones Continuar y Aceptar.
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3. Para realizar un estudio sobre la estatura de los estudiantes universitarios, seleccionamos, mediante
un proceso de muestreo aleatorio, una muestra de 30 estudiantes, obteniendo los siguientes resultados
(medidos en centimetros):

179, 173, 181, 170, 158, 174, 172, 166, 194, 185,
162, 187, 198, 177, 178, 165, 154, 188, 166, 171,
175, 182, 167, 169, 172, 186, 172, 176, 168, 187.

Se pide:

a) Crear la variable estatura e introducir los datos.

b) Obtener un resumen de estadisticos en el que se muestren la media aritmética, mediana, moda,
varianza, desviacion tipica y cuartiles. Interpretar los estadisticos.
Indicacién
1) Seleccionar el ment Analizar—Estadisticos descriptivos—Frecuencias.
2) Seleccionar la variable estatura en el campo Variables del cuadro de didlogo.

3) Hacer click sobre el botén Estadisticos, seleccionar los estadisticos que se piden y hacer click sobre los
botones Continuar y Aceptar.

¢) Calcular el tercer decil e interpretarlo.

Indicacién
Seguir los mismos pasos de los apartados anteriores, activando la opcién Percentiles e introduciendo el
percentil deseado en el correspondiente cuadro de texto.

d) Con los datos obtenidos en apartados anteriores, calcular el coeficiente de variacién de Pearson
y el rango intercuartilico, e interpretar los resultados.

4. Para realizar un estudio sobre la estatura de los estudiantes universitarios, seleccionamos, mediante
un proceso de muestreo aleatorio, una muestra de 30 estudiantes, obteniendo los siguientes resultados
(medidos en centimetros):

T; Marca | n; fi | N;| F;
[150,160) 155 2 10,07| 2 |0,07
[160,170) 165 710,231 9| 0,3
[170,180) 175 |12 0,4 |21 | 0,7
[180,190) 185 7 10,2328 0,93
[190,200) 195 2 10,07 | 30 1

Se pide:

a) Crear la variable estatura, en la que vamos a introducir las marcas de la clase y crear la variable
frecuencias, en la que se introduciran las frecuencias absolutas.

b) Ponderar los casos de la variable estatura con las frecuencias de la variable frecuencias
Indicacion
1) Seleccionar el meni Datos—Ponderar casos.

2) Activar la opcién Ponderar casos mediante, seleccionar la variable frecuencias y hacer click sobre el botén
Aceptar.

¢) Obtener un resumen de estadisticos en el que se muestren la media aritmética, mediana, moda,
varianza, desviacién tipica y cuartiles.
Indicacién
1) Seleccionar el ment Analizar—Estadisticos descriptivos—Frecuencias.
2) Seleccionar la variable estatura en el campo Variables del cuadro de didlogo.

3) Hacer click sobre el botén Estadisticos, seleccionar los estadisticos que se piden y hacer click sobre los
botones Continuar y Aceptar.

JExisten diferencias entre estos estadisticos y los del ejercicio anterior? ;A qué se deben?
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d) Calcular el tercer decil.

Indicacién
Seguir los mismos pasos de los apartados anteriores, activando la opcién Percentiles e introduciendo el
percentil correspondiente en el cuadro de texto.

e) Calcular el percentil 62.
Indicacién

Seguir los pasos de los apartados anteriores seleccionando el estadistico deseado.

/) Con los datos obtenidos en apartados anteriores, calcular el coeficiente de variacién de Pearson
y el rango intercuartilico, e interpretar los resultados.

5. En un hospital se ha tomado nota de la concentracién de anticuerpos de inmunoglobulina M en el
suero sanguineo de personas sanas, y han resultado los siguientes datos por litro. Entre paréntesis
figura el sexo de la persona (H para hombre y M para mujer).

(H) 1.071  (H) 0.955 (H) 0.73 (M) 0.908 (M) 0.859
(H) 0.927 (M) 0.962 (M) 1.543 (H) 1.094 (M) 0.847
(H) 1.214 (M) 1.456 (M) 1.516 (M) 1.002 (M) 0.799
(M) 0.881 (M) 1.096 (M) 0.964 (H) 0.973 (H) 1.222
(H) 0.887 (H) 1.022 (M) 0.881 (M) 1.42 (M) 1.205

Se pide

a) Crear las variables sexo e inmunoglobulina e introducir los datos.
b) Dividir el archivo, usando como variables de segmentacién la variable sexo
Indicacién
1) Seleccionar el ment Datos—Dividir archivo...

2) Seleccionar la opcién comparar los grupos u Organizar los resultados por grupos (Se diferencian en
la forma de presentar los resultados).

3) Seleccionar la variable sexo en el campo Grupos basados en del cuadro de didlogo y hacer clic sobre el
botén Aceptar.

¢) Calcular la media aritmética, la moda y la mediana de la inmunoglobolina, tanto en hombres
como en mujeres.
Indicacién
1) Seleccionar el menu Analizar—Estadisticos descriptivos—Frecuencias.
2) Seleccionar la variable inmunoglobulina en el campo Variables del cuadro de didlogo.

3) Hacer click sobre el botén Estadisticos, seleccionar los estadisticos que se piden, hacer click sobre el botén
Continuar y finalmente hacer click sobre el botén Aceptar.

d) Calcular la varianza y la desviacién tipica tanto en hombres como en mujeres.

Indicacién
Seguir los mismos pasos del apartado anterior

e) ¢En qué poblacién es mds representativa la media, en la de hombres o en la de mujeres?

Indicacién
Para responder a la pregunta serd necesario calcular el coeficiente de variacién.

6. Se reciben dos lotes de un determinado farmaco, fabricados con dos modelos de maquinaria diferentes,
ademds uno proviene de Madrid y el otro de Valencia, se toma una muestra de 10 cajas, cinco de cada
lote y se mide la concentracién del principio activo, obteniendo los siguientes resultados:

Modelo Maquinaria A B A B A
Procedencia Madrid | Madrid | Valencia | Madrid | Valencia
Concentracion (mg/mm?) 17,6 19,2 21,3 15,1 17,6
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Modelo Magquinaria B A B B A
Procedencia Valencia | Madrid | Valencia | Madrid | Valencia
Concentraciéon (mg/mm?) 18,9 16,2 18,3 19 16,4

Se pide :

a) Crear las variables procedencia, maquinaria y concentracion e introducir los datos.

b) Calcular la media aritmética, desviacién tipica, coeficiente de asimetria y curtosis de la concen-
tracién segun el lugar de procedencia.
Indicacion
1) Seleccionar el meni Datos—Dividir archivo...
2) Seleccionar la opcién comparar los grupos u Organizar los resultados por grupos.

3) Seleccionar la variable procedencia en el campo Grupos basados en del cuadro de didlogo y hacer clic
sobre el botén Aceptar.
4) Seguir los mismos pasos del ejercicio anterior para seleccionar los estadisticos.

¢) Dibujar el diagrama de cajas de la concentracién de principio activo, segin la maquinaria de
fabricacion.
Indicacién
1) Seleccionar el meni Datos—Dividir archivo...
2) Seleccionar la opcién comparar los grupos u Organizar los resultados por grupos.
3) Seleccionar la variable maquinaria en el campo Grupos basados en del cuadro de didlogo y hacer clic sobre
el botén Aceptar.

4) Seleccionar el mend Graficos—Cuadros de didlogo antiguos—Diagramas de caja....
5) Seleccionar la opcién Restimenes para distintas variables y hacer click en el botén Definir.

6) Seleccionar la variable concentracion en el campo Las cajas representan del cuadro de didlogo y hacer
click sobre el botén Aceptar.

3 Ejercicios propuestos

1. El nimero de lesiones padecidas durante una temporada por cada jugador de un equipo de futbol fue
el siguiente:

0-1-2-1-3-0-1-0-1-2-0-1
1-1-2-0-1-3-2-1-2-1-0-1
Se pide:

a) Crear la variable lesiones e introducir los datos. Si ya se tienen los datos, simplemente recupe-
rarlos.

b) Calcular: media aritmética, mediana, moda, varianza y desviacién tipica.
¢) Calcular los coeficientes de asimetria y curtosis e interpretar los resultados.

d) Calcular el cuarto y el octavo decil.

2. En una encuesta sobre la intencién de voto en unas elecciones en las que se presentaban tres partidos
A, By C, se pregunté a 30 personas y se obtuvieron las siguientes respuestas:

A-B-VB-A-C-A-VB-C-A-A-B-B-A-B-B
B-A-A-C-B-B-B-A-VB-A-B-VB-A-B-B

Se pide:

a) Crear la variable voto e introducir los datos.
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b) Calcular aquellos estadisticos que sea posible para este atributo

3. La siguiente tabla expresa la distribucién de las puntuaciones obtenidas por un grupo de alumnos.

0-10 | 10-20 | 20-30 | 30-40 | 40-50 | 50-60 | 60-70 | 70-80 | 80-90 | 90-100
7 8 13 6 7 6 6 5 6 2
Se pide:
a) Calcular la media aritmética, la mediana y la moda.

)
b) Calcular el percentil 92.
¢) Calcular la desviacién tipica.
d)

)

e

Calcular el coeficiente de asimetria.

Calcular del coeficiente de curtosis.

4. En un estudio de poblacién se tomé una muestra de 27 personas, y se les pregunté por su edad y

estado civil, obteniendo los siguientes resultados:

Estado Civil | Casado | Soltero | Soltero | Viudo | Casado | Casado | Divorciado | Soltero | Soltero
Edad 62 31 45 100 39 62 31 45 100
Estado Civil | Soltero | Viudo | Casado | Soltero | Divorciado | Viudo | Divorciado | Soltero | Viudo
Edad 21 38 59 62 65 38 59 62 65
Estado Civil | Casado | Viudo | Casado | Divorciado | Divorciado | Viudo | Viudo | Soltero | Viudo
Edad 21 31 62 59 65 38 59 31 65

Se pide:

a) Crear las variables adecuadas e introducir los datos.
b) Calcular la media y la desviacién tipica de la edad segin el estado civil.

¢) Dibujar el diagrama de barras para las frecuencias absolutas de la edad segiin el estado civil.

5. En un estudio se ha medido la tension arterial de 25 individuos. Ademsds se les ha preguntado si fuman

y beben:
Fumador si mo si si si no mno si no si no si no
Bebedor no no si si no no si si mo si no si si
Tension arterial | 80 92 75 56 89 93 101 67 89 63 98 58 91
Fumador si mno mno si no no no si no si no si
Bebedor si no si si no mno si si si no si no
Tension arterial | 71 52 98 104 57 89 70 93 69 82 70 49

Se pide :

a) Crear las variables correspondientes e introducir los datos.

b) Calcular la media aritmética, desviacién tipica, coeficiente de asimetria y curtosis de la tensién

arterial por grupos dependiendo de si beben y/o fuman.

¢) Dibujar el histograma para las frecuencias absolutas de la tensién arterial segin lo grupos hechos

anteriormente.
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Prictica de Estadistica con SPSS 4

Regresion Lineal Simple y Correlacion

1 Fundamentos tedricos

1.1 Regresion

La regresion es la parte de la estadistica que trata de determinar la posible relacién entre una
variable numérica Y, que suele llamarse variable dependiente, y otro conjunto de variables numéricas,
X1, Xs,...,X,, conocidas como wvariables independientes, de una misma poblacién. Dicha relacién se
refleja mediante un modelo funcional y = f(x1,...,x,).

El caso mas sencillo se da cuando sélo hay una variable independiente X, y entonces se habla de
regresion simple. En este caso el modelo que explica la relacién entre X e Y es una funcién de una
variable y = f(x).

Dependiendo de la forma de esta funcion, existen muchos tipos de regresion simple. Los mas habituales
son los que aparecen en la siguiente tabla:

| Familia de curvas | Ecuacién genérica |
Lineal y=bg+ bz
Cuadrética y = by + by + byx?
Ciibica y = by + bix + boa”® + bza®
Potencia y=bgy-a™
Exponencial y = by - ¥
Logaritmica y=by+bilnx
Inversa y = by + b;l
Compuesto y = bob?
Crecimiento y = ebothie
G (Curva-S) y = chot+ 2

Para elegir un tipo de modelo u otro, se suele representar el diagrama de dispersion, que consiste en
dibujar sobre unos ejes cartesianos correspondientes a las variables X e Y, los pares de valores (z;,;)
observados en cada individuo de la muestra.

Ejemplo En la figura 4.1 aparece el diagrama de dispersién correspondiente a una muestra de 30
individuos en los que se ha medido la estatura en cm (X) y el peso en kg (V). En este caso la forma de
la nube de puntos refleja una relacién lineal entre la estatura y el peso.

Segun la forma de la nube de puntos del diagrama, se elige el modelo més apropiado (figura 4.2), y
se determinan los pardmetros de dicho modelo para que la funcién resultante se ajuste lo mejor posible
a la nube de puntos.
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Diagrama de dispersion de Estaturas y Pesos

100 110
1 1

90

(179,85)

Peso (Kg)
80

70
1

50

T T T T T T
150 160 170 180 190 200

Estatura (cm)

Figura 4.1 — Diagrama de dispersién. El punto (179,85) indicado corresponde a un individuo de la
muestra que mide 179 cm y pesa 85 Kg.

Sin relacién Relacién lineal Relacién parabdlica

~ ~ ~

X X X

(a) Sin relacién. (b) Relacién lineal. (c¢) Relacién polinémica.
Relacién exponencial Relacion logarfmica Relacion inversa

>~ > >

X X X

(d) Relacién exponencial. (e) Relacién logaritmica. (f) Relacién inversa.

Figura 4.2 — Diagramas de dispersién correspondientes a distintos tipos de relaciones entre variables.

32



UNIVERSIDAD SAN PaBrLo CEU Departamento de Métodos Cuantitativos

El criterio que suele utilizarse para obtener la funcién éptima, es que la distancia de cada punto a la
curva, medida en el eje Y, sea lo menor posible. A estas distancias se les llama residuos o errores en Y
(figura 4.3). La funcién que mejor se ajusta a la nube de puntos serd, por tanto, aquella que hace minima
la suma de los cuadrados de los residuos.”

Yj

X

Figura 4.3 — Residuos o errores en Y. El residuo correspondiente a un punto (z;,y;) es la diferencia
entre el valor y; observado en la muestra, y el valor tedrico del modelo f(x;), es decir, e;; = y; — f(z:).

Rectas de regresion

En el caso de que la nube de puntos tenga forma lineal y optemos por explicar la relacion entre X
e Y mediante una recta y = a + bz, los pardmetros a determinar son a (punto de corte con el eje de
ordenadas) y b (pendiente de la recta). Los valores de estos pardmetros que hacen minima la suma de
residuos al cuadrado, determinan la recta éptima. Esta recta se conoce como recta de regresion de Y
sobre X y explica la variable Y en funcién de la variable X. Su ecuacion es
y=7+ - 2),

T

donde s, es un estadistico llamado covarianza que mide el grado de relacién lineal, y cuya férmula es

1 _ _
Szy = E Z(ml - x)(yj - y)nlJ
,J
Ejemplo En la figura 4.4 aparecen las rectas de regresion de Estatura sobre Peso y de Peso sobre
Estatura del ejemplo anterior.

La pendiente de la recta de regresion de Y sobre X se conoce como coeficiente de regresion de Y
sobre X, y mide el incremento que sufrird la variable Y por cada unidad que se incremente la variable
X, segun la recta.

Cuanto mas pequenios sean los residuos, en valor absoluto, mejor se ajustara el modelo a la nube de
puntos, y por tanto, mejor explicara la relacién entre X e Y. Cuando todos los residuos son nulos, la
recta pasa por todos los puntos de la nube, y la relacion es perfecta. En este caso ambas rectas, la de Y
sobre X y la de X sobre Y coinciden (figura 4.5(a)).

Por contra, cuando no existe relacién lineal entre las variables, la recta de regresion de Y sobre X
tiene pendiente nula, y por tanto la ecuacién es y = 7, en la que, efectivamente no aparece x, o x = T en
el caso de la recta de regresién X sobre Y, de manera que ambas rectas se cortan perpendicularmente
(figura 4.5(b)).

* . . oy . .
Se elevan al cuadrado para evitar que en la suma se compensen los residuos positivos con los negativos.
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Rectas de regresién entre Estaturas y Pesos

110
1

100
1

Estatura sobre Peso

90
1
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Peso (Kg)
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1

Estatura
[l
~
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N=)
=3
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T T T T T T
150 160 170 180 190 200

Estatura (cm)

Figura 4.4 — Rectas de regresién de Estatura sobre Peso y de Peso sobre Estatura. Las rectas de
regresién siempre se cortan en el punto de medias (Z, J)

1.2 Correlacion

El principal objetivo de la regresién simple es construir un modelo funcional y = f(z) que explique
lo mejor posible la relacién entre dos variables X (variable independiente) e Y (variable dependiente)
medidas en una misma muestra. Generalmente, el modelo construido se utiliza para realizar inferencias
predictivas de Y en funcién de X en el resto de la poblacién. Pero aunque la regresién garantiza que el
modelo construido es el mejor posible, dentro del tipo de modelo elegido (lineal, polinémico, exponencial,
logaritmico, etc.), puede que atin asi, no sea un buen modelo para hacer predicciones, precisamente
porque no haya relacién de ese tipo entre X e Y. Asi pues, con el fin de validar un modelo para realizar
predicciones fiables, se necesitan medidas que nos hablen del grado de dependencia entre X e Y, con
respecto a un modelo de regresion construido. Estas medidas se conocen como medidas de correlacion.

Dependiendo del tipo de modelo ajustado, habra distintos tipos de medidas de correlacién. Asi, si el
modelo de regresién construido es una recta, hablaremos de correlacién lineal; si es un polinomio, habla-
remos de correlacion polinémica; si es una funcién exponencial, hablaremos de correlacién exponencial,
etc. En cualquier caso, estas medidas nos hablardn de lo bueno que es el modelo construido, y como
consecuencia, de si podemos fiarnos de las predicciones realizadas con dicho modelo.

La mayoria de las medidas de correlacion surgen del estudio de los residuos o errores en Y, que son
las distancias de los puntos del diagrama de dispersién a la curva de regresion construida, medidas en el
eje Y, tal y como se muestra en la figura (4.3). Estas distancias, son en realidad, los errores predictivos
del modelo sobre los propios valores de la muestra.

Cuanto més pequenos sean los residuos, mejor se ajustara el modelo a la nube de puntos, y por tanto,
mejor explicard la relacién entre X e Y. Cuando todos los residuos son nulos, la curva de regresién pasa
por todos los puntos de la nube, y entonces se dice que la relacion es perfecta, o bien que existe una
dependencia funcional entre X e Y (figura 4.5(a)). Por contra, cuando los residuos sean grandes, el modelo
no explicard bien la relacién entre X e Y, y por tanto, sus predicciones no seran fiables (figura 4.5(b)).

Varianza residual

Una primera medida de correlacién, construida a partir de los residuos es la varianza residual, que se
define como el promedio de los residuos al cuadrado:
2 A N2 ..
9 Zzg €ijMij Zi,j(yj f(@i))*ni;

F — =
n n
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Relacién lineal perfecta Sin relacién lineal

. o
Y
X sobre Y =Y sobre X Y sobre X
X sobre Y
X X
(a) Dependencia funcional lineal. (b) Independencia lineal.

Figura 4.5 — Distintos grados de dependencia. En el primer caso, la relacion es perfecta y los residuos
son nulos. En el segundo caso no existe relacién lineal y la pendiente de la recta es nula.

Cuando los residuos son nulos, entonces sfy = 0 y eso indica que hay dependencia funcional. Por otro
lado, cuando las variables son independientes, con respecto al modelo de regresién ajustado, entonces los
residuos se convierten en las desviaciones de los valores de Y con respecto a su media, y se cumple que

2

— 2 ;
sy, = s;. Asi pues, se cumple que

2 2
0< Sry < Sy-

Segun esto, cuanto menor sea la varianza residual, mayor serd la dependencia entre X e Y, de acuerdo

al modelo ajustado. No obstante, la varianza tiene como unidades las unidades de Y al cuadrado, y eso

dificulta su interpretacién.

Coeficiente de determinacién

Puesto que el valor maximo que puede tomar la varianza residual es la varianza de Y, se puede
definir facilmente un coeficiente a partir de la comparaciéon de ambas medidas. Surge asi el coeficiente de
determinacion que se define como

2
2 _ Sry
R = — ST
Y

Se cumple que
0<R?*<1,

y ademas no tiene unidades, por lo que es mas facil de interpretar que la varianza residual:

» R? = 0 indica que existe independencia segiin el tipo de relacién planteada por el modelo de
regresion.

» R? =1 indica dependencia funcional.

Por tanto, cuanto mayor sea R?, mejor serd el modelo de regresion.

Si multiplicamos el coeficiente de determinacion por 100, se obtiene el porcentaje de variabilidad de
Y que explica el modelo de regresién. El porcentaje restante corresponde a la variabilidad que queda por
explicar y se corresponde con el error predictivo del modelo. Asi, por ejemplo, si tenemos un coeficiente
de determinacién R? = 0,5, el modelo de regresién explicaria la mitad de la variabilidad de Y, y en
consecuencia, si se utiliza dicho modelo para hacer predicciones, estas tendrian la mitad de error que si
no se utilizase, y se tomase como valor de la prediccién el valor de la media de Y.
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Coeficiente de determinacién lineal

En el caso de que el modelo de regresion sea lineal, la formula del coeficiente de determinacién se
simplifica y se convierte en

que se conoce como coeficiente de determinacion lineal.

Coeficiente de correlacion

Otra medida de dependencia bastante habitual es el coeficiente de correlacion, que se define como la
raiz cuadrada del coeficiente de determinacién:

52
s
R=+/1-—",
S
Yy
tomando la raiz del mismo signo que la covarianza.
La tunica ventaja del coeficiente de correlacién con respecto al coeficiente de determinacion, es que
tiene signo, y por tanto, ademas del grado de dependencia entre X e Y, también nos habla de si la
relacién es directa (signo +) o inversa (signo -). Su interpretacioén es:

= R =0 indica independencia con respecto al tipo de relacién planteada por el modelo de regresion.
= R = —1 indica dependencia funcional inversa.
= R =1 indica dependencia funcional directa.

Por consiguiente, cuanto mas préximo esté a -1 o a 1, mejor sera el modelo de regresion.
Coeficiente de correlacién lineal Al igual que ocurria con el coeficiente de determinacién, cuando el
modelo de regresion es lineal, la formula del coeficiente de correlacién se convierte en

Szy

r= ,
828y

y se llama coeficiente de correlacion lineal.

Por tdltimo, conviene remarcar que un coeficiente de determinacién o de correlacién nulo, indica que
hay independencia segtin el modelo de regresion construido, pero puede haber dependencia de otro tipo.
Esto se ve claramente en el ejemplo de la figura 4.6.

Fiabilidad de las predicciones

Aunque el coeficiente de determinacion o de correlaciéon nos hablan de la bondad de un modelo de
regresion, no es el tnico dato que hay que tener en cuenta a la hora de hacer predicciones.
La fiabilidad de las predicciones que hagamos con un modelo de regresiéon depende de varias cosas:

= Kl coeficiente de determinacion: Cuando mayor sea, menores seran los errores predictivos y mayor
la fiabilidad de las predicciones.

= La variablidad de la poblacién: Cuanto méas variable es una poblacién, mas dificil es predecir y por
tanto menos fiables seran las predicciones del modelo.

= El tamano muestral: Cuanto mayor sea, méas informacién tendremos y, en consecuencia, mas fiables
seran las predicciones.

Ademass, hay que tener en cuenta que un modelo de regresién es valido para el rango de valores
observados en la muestra, pero fuera de ese rango no tenemos informacién del tipo de relacién entre las
variables, por lo que no deberiamos hacer predicciones para valores que estén lejos de los observados en
la muestra.
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= y = —0,02z + 4,07 y = 0,252% — 2,51z + 8,05
2= r2 =0,97

(a) Dependencia lineal débil. (b) Dependencia parabdlica fuerte.

Figura 4.6 — En la figura de la izquierda se ha ajustado un modelo lineal y se ha obtenido un R? = 0,
lo que indica que el modelo no explica nada de la relacién entre X e Y, pero no podemos afirmar que
X e Y son independientes. De hecho, en la figura de la derecha se observa que al ajustar un modelo
parabdlico, R% = 0,97, lo que indica que casi hay una dependencia funcional parabélica entre X e Y.
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2 Ejercicios resueltos

1. Se han medido dos variables A y B en 10 individuos obteniendo los siguientes resultados:

Al0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
B2 5 8 11 14 17 20 23 26 29

Se pide:

a) Crear las variables A y B e introducir estos datos.
b) Dibujar el diagrama de dispersién correspondiente.
Indicacién
1) Seleccionar el menu Graficos—Cuadros de didlogo antiguos—Dispersién/Puntos. .., elegir la opcién
Dispersién simple y hacer click sobre el botén Definir.
2) Seleccionar la variable B en el campo Eje Y del cuadro de didlogo.

3) Seleccionar la variable A en el campo Eje X del cuadro de didlogo y hacer click sobre el botén Aceptar.

En vista del diagrama, ;qué tipo de modelo crees que explicara mejor la relacién entre B y A?
¢) Calcular la recta de regresiéon de B sobre A.
Indicacién
1) Seleccionar el menud Analizar—Regresién—Lineales. ...

2) Seleccionar la variable B en el campo Dependientes del cuadro de didlogo.

3) Seleccionar la variable A en el campo Independientes del cuadro de didlogo y hacer click sobre el botén
Aceptar.

4) Para escribir la ecuacién de la recta, observaremos en la ventana de resultados obtenida, la tabla deno-
minada Coeficientes, y en la columna B de los Coeficientes no estandarizados, encontramos en la
primera fila la constante de la recta y en la segunda la pendiente.

d) Dibujar dicha recta sobre el diagrama de dispersién.
Indicacién
1) Editar el gréfico realizado anteriormente haciendo un doble click sobre él.

2) Seleccionar los puntos haciendo click sobre alguno de ellos.

3) Seleccionar el menu Elementos—Linea de ajuste total (También se podria usar en lugar del menu, la
barra de herramientas)

4) Cerrar la ventana Propiedades.

5) Cerrar el editor de graficos, cerrando la ventana.

e) Calcular la recta de regresién de A sobre B y dibujarla sobre el correspondiente diagrama de
dispersién.
Indicacién
Repetir los pasos de los apartados anteriores pero escogiendo como variable Dependiente la variable A, y como
variable Independiente la variable B

f) iSon grandes los residuos? Comentar los resultados.

2. En una licenciatura se quiere estudiar la relaciéon entre el nimero medio de horas de estudio diarias
y el nimero de asignaturas suspensas. Para ello se obtuvo la siguiente muestra:

Horas Suspensos Horas Suspensos Horas Suspensos
3,5 1 2,2 2 1,3 4
0,6 5 3,3 0 3,1 0
2,8 1 1,7 3 2,3 2
2,5 3 1,1 3 3,2 2
2,6 1 2,0 3 0,9 4
3.9 0 3.5 0 1,7 2
1,5 3 2,1 2 0,2 5
0,7 3 1,8 2 2.9 1
3,6 1 1,1 4 1,0 3
3,7 1 0,7 4 2,3 2
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Se pide:

a) Crear las variables horas y suspensos e introducir estos datos.
b) Calcular la recta de regresién de suspensos sobre horas y dibujarla.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Analizar—Regresion—Lineales. . ..
2) Seleccionar la variable suspensos en el campo Dependientes del cuadro de didlogo.

3) Seleccionar la variable horas en el campo Independientes del cuadro de didlogo y hacer click sobre el
botén Aceptar.

4) Para escribir la ecuacién de la recta, observaremos en la ventana de resultados obtenida, la tabla deno-
minada Coeficientes, y en la columna B de los Coeficientes no estandarizados, encontramos en la
primera fila la constante de la recta y en la segunda la pendiente.

5) Seleccionar el ment Graficos—Cuadros de didlogo antiguos—Dispersién/Puntos. .., elegir la opcién
Dispersién simple y hacer click sobre el botén Definir.

6) Seleccionar la variable suspensos en el campo Eje Y del cuadro de didlogo.

7) Seleccionar la variable horas en el campo Eje X del cuadro de didlogo y hacer click sobre el botén Aceptar.
8) Editar el gréfico realizado haciendo un doble click sobre él.

9) Seleccionar los puntos haciendo click sobre alguno de ellos.

10) Seleccionar el ment Elementos—Linea de ajuste total (También se podria usar en lugar del menu, la
barra de herramientas)

11) Cerrar la ventana Propiedades.
12) Cerrar el editor de graficos, cerrando la ventana.

¢) Indicar el coeficiente de regresién de suspensos sobre horas. ;Cémo lo interpretarfas?

Indicacién
El coeficiente de regresién es la pendiente de la recta de regresién, que este caso vale —1,23 e indica que por
cada hora de estudio adicional se obtienen 1,23 suspensos menos.

d) Larelacion lineal entre estas dos variables, jes mejor o peor que la del ejercicio anterior? Comentar
los resultados a partir las graficas de las rectas de regresion y sus residuos.

Indicacién
La relacién lineal entre estas dos variables es peor que la del ejercicio anterior, pues en este caso hay residuos.

e) Calcular los coeficientes de correlacién y de determinacién lineal. ;Es un buen modelo la recta
de regresién? ;Qué porcentaje de la variabilidad del nimero de suspensos estéd explicada por el
modelo?

Indicacion
Observaremos en la ventana de resultados obtenida la tabla denominada Resumen del modelo, y en ella encon-
tramos los valores del coeficiente de correlacién lineal R y del coeficiente de determinacién lineal R cuadrado.

f) Utilizar la recta de regresién para predecir el nimero de suspensos correspondiente a 3 horas de
estudio diarias. ;Es fiable esta prediccién?

Indicacién

1) Crear una nueva variable valores e introducir los valores de las horas de estudio para los que queremos
predecir.

2) Seleccionar el menu Transformar—Calcular variable. ..

3) Introducir el nombre de la nueva variable prediccion en el campo Variable de destino del cuadro de
didlogo.

4) Introducir la ecuacién de la recta en el campo Expresién numérica, utilizando los coeficientes calculados
anteriormente y la variable valores y hacer click sobre el botén Aceptar.

g) Segun el modelo lineal, jcudntas horas diarias tendrd que estudiar como minimo un alumno si
quiere aprobarlo todo?.
Indicacién
Seguir los mismos pasos de los apartados anteriores, pero escogiendo como variable dependiente horas, y como
independiente suspensos
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3. Después de tomar un litro de vino se ha medido la concentracién de alcohol en la sangre en distintos
instantes, obteniendo:

Tiempo después (minutos) | 30 | 60 | 90 | 120 | 150 | 180 | 210
Concentracién (gramos/litro) | 1,6 | 1,7 | 1,5 | 1,1 | 0,7 | 0,2 | 2,1

Se pide:

a) Crear las variables tiempo y alcohol e introducir estos datos.
b) Calcular el coeficiente de correlacién lineal e interpretarlo.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Analizar—Correlaciones—Bivariadas.. ..

2) Seleccionar ambas variables en el campo Variables del cuadro de didlogo y hacer click sobre el botén
Aceptar.

¢) Dibujar el diagrama de dispersién junto con la recta ajustada correspondiente a alcohol sobre
tiempo. ;Existe algtin individuo con un residuo demasiado grande? Si es asi, eliminar dicho indi-
viduo de la muestra y volver a calcular el coeficiente de correlacién. ; Ha mejorado el modelo?

Indicacién
1) Seleccionar el menui Graficos—Cuadros de didlogo antiguos—Dispersién/Puntos. .., elegir la opcién
Dispersién simple y hacer click sobre el botén Definir.
2) Seleccionar la variable alcohol en el campo Eje Y del cuadro de didlogo.
3) Seleccionar la variable tiempo en el campo Eje X del cuadro de didlogo y hacer click sobre el botén Aceptar.
4) Editar el gréfico realizado anteriormente haciendo un doble click sobre él.
5) Seleccionar los puntos haciendo click sobre alguno de ellos.

6) Seleccionar el mend Elementos—Linea de ajuste total (También se podria usar en lugar del menu, la
barra de herramientas)

7) Cerrar la ventana Propiedades.
8) Cerrar el editor de graficos, cerrando la ventana.

9) Si existe algin individuo con un residuo demasiado grande, ir a la ventana del Editor de datos, y
eliminarlo.

10) Repetir los pasos del apartado anterior.

d) Si la concentracién méaxima de alcohol en la sangre que permite la ley para poder conducir es 0,5
g/1, icudnto tiempo habrd que esperar después de tomarse un litro de vino para poder conducir
sin infringir la ley? ; Es fiable esta prediccién?

Indicacién
1) Seleccionar el ment Analizar—Regresién—Lineales. . ..
2) Seleccionar la variable tiempo en el campo Dependientes del cuadro de didlogo.

3) Seleccionar la variable alcohol en el campo Independientes del cuadro de didlogo y hacer click sobre el
botén Aceptar.

4) Para escribir la ecuacién de la recta, observaremos en la ventana de resultados obtenida, la tabla deno-
minada Coeficientes, y en la columna B de los Coeficientes no estandarizados, encontramos en la
primera fila la constante de la recta y en la segunda la pendiente.

5) Crear una nueva variable valores e introducir los valores que queremos estudiar.

6) Seleccionar el mend Transformar—Calcular variable....

7) Introducir el nombre de la nueva variable prediccion en el campo Variable de destino del cuadro de
dislogo.

8) Introducir la ecuacién de la recta en el campo Expresién numérica, utilizando los coeficientes citados
anteriormente y la variable valores y hacer click sobre el botén Aceptar.

3 Ejercicios propuestos

1. Se determina la pérdida de actividad que experimenta un medicamento desde el momento de su
fabricacion a lo largo del tiempo, obteniéndose el siguiente resultado:
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Tiempo (en afnos) 112131415
Actividad restante (%) | 96 | 84 | 70 | 58 | 52

Se desea calcular:

a) La relacién fundamental (recta de regresion) entre actividad restante y tiempo transcurrido.
b) (En qué porcentaje disminuye la actividad cada afio que pasa?
¢) ;Cuéndo tiempo debe pasar para que el farmaco tenga una actividad del 80 %7 ; Cudndo serd nula

la actividad? ;Son igualmente fiables estas predicciones?

2. Al realizar un estudio sobre la dosificacién de un cierto medicamento, se trataron 6 pacientes con dosis
diarias de 2 mg, 7 pacientes con 3 mg y otros 7 pacientes con 4 mg. De los pacientes tratados con 2
mg, 2 curaron al cabo de 5 dias, y 4 al cabo de 6 dias. De los pacientes tratados con 3 mg diarios, 2
curaron al cabo de 3 dias, 4 al cabo de 5 dias y 1 al cabo de 6 dias. Y de los pacientes tratados con 4
mg diarios, 5 curaron al cabo de 3 dias y 2 al cabo de 5 dias. Se pide:

a) Calcular la recta de regresion del tiempo de curacién con respecto a la dosis suministrada.

b) Calcular los coeficientes de regresién. Interpretar los resultados.

¢) Determinar el tiempo esperado de curacién para una dosis de 5 mg diarios. jEs fiable esta
prediccion?

d) ;Qué dosis debe aplicarse si queremos que el paciente tarde 4 dfas en curarse? ;Es fiable la
prediccién?
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Regresion No Lineal

1 Fundamentos tedricos

La regresién simple tiene por objeto la construccién de un modelo funcional y = f(z) que explique
lo mejor posible la relacién entre dos variables Y (variable dependiente) y X (variable independiente)
medidas en una misma muestra.

Ya vimos que, dependiendo de la forma de esta funcién, existen muchos tipos de regresién simple.
Entre los mas habituales estan:

| Familia de curvas | Ecuacion genérica |
Lineal y="by+ bz
Cuadrética y = by + bix + bax?
Cubica Yy = by + b1z + by + bza®
Potencia y =bg-a™
Exponencial y = by - e’1?
Logaritmica y=byo+blnz
Inversa y=by+ 671
Compuesto y = bob{
Crecimiento y = ebothe
G (Curva-S) y = ebot 3

La eleccién de un tipo de modelo u otro suele hacerse segin la forma de la nube de puntos del
diagrama de dispersién. A veces estard claro qué tipo de modelo se debe construir, tal y como ocurre en
los diagramas de dispersién de la figura 5.1. Pero otras veces no estara tan claro, y en estas ocasiones, lo
normal es ajustar los dos o tres modelos que nos parezcan mas convincentes, para luego quedarnos con
el que mejor explique la relacién entre Y y X, mirando el coeficiente de determinacién” de cada modelo.

Ya vimos en la practica sobre regresién lineal simple, como construir rectas de regresién. En el caso
de que optemos por ajustar un modelo no lineal, la construccién del mismo puede realizarse siguiendo
los mismos pasos que en el caso lineal. Basicamente se trata de determinar los pardmetros del modelo
que minimizan la suma de los cuadrados de los residuos en Y. En los modelos potencia y exponencial,
el sistema aplica transformaciones logaritmicas a las variables y después ajusta un modelo lineal a los
datos transformados. En el modelo inverso, el sistema sustituye la variable dependiente por su inverso
antes de estimar la ecuacién de regresion.

* s .z
Ver la practica de correlacion.
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Sin relacion Relacion lineal Relacion parabdlica
N . N
X X X
(a) Sin relacién. (b) Relacién lineal. (¢) Relacién polindémica.
Relacién exponencial Relacién logarfmica Relacion inversa
>~ > >
X X X
(d) Relacién exponencial. (e) Relacién logaritmica. (f) Relacién inversa.

Figura 5.1 — Diagramas de dispersién correspondientes a distintos tipos de relaciones entre variables.
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2 Ejercicios resueltos

1. En un experimento se ha medido el nimero de bacterias por unidad de volumen en un cultivo, cada
hora transcurrida, obteniendo los siguientes resultados:

Horas ‘ 0 1 2 3 4 5 6 7 8
N° Bacterias | 256 32 47 65 92 132 190 275 362

Se pide:

a) Crear las variables horas y bacterias e introducir estos datos.

b) Dibujar el diagrama de dispersién correspondiente. En vista del diagrama, ;qué tipo de modelo
crees que explicard mejor la relacién entre el niimero de bacterias y el tiempo transcurrido?
Indicacién
1) Seleccionar el menui Graficos—Cuadros de didlogo antiguos—»Dispersién/Puntos. .., elegir la opcién
Dispersidn simple y hacer click sobre el botén Definir.
2) Seleccionar la variable bacterias en el campo Eje Y del cuadro de didlogo.
3) Seleccionar la variable horas en el campo Eje X del cuadro de didlogo y hacer click sobre el botén Aceptar.

¢) Hacer una comparativa de los distintos modelos de regresién en funcién del coeficiente de deter-
minacion. ;Qué tipo de modelo es el mejor?
Indicacién
1) Seleccionar el ment Analizar—Regresién—Estimacién curvilinea....
2) Seleccionar la variable bacterias en el campo Dependientes del cuadro de didlogo.
3) Seleccionar la variable horas en el campo Independiente/variable del cuadro de didlogo.
4) Desmarcar la opcién Representar los modelos.

5) Marcar las opciones lineal, cuadrético, cibico, exponencial y logaritmico, y hacer click sobre el botén
Aceptar.

d) En vista de lo anterior, calcular el modelo de regresién que mejor explique la relacién entre
bacterias y horas.

Indicacién
Utilizar los coeficientes que aparecen en el punto anterior y la tabla de la parte de fundamentos tedricos.

e) Segin el modelo anterior, jcudntas bacterias habrd al cabo de 3 horas y media del inicio del
cultivo? ;Y al cabo de 10 horas? ;Son fiables estas predicciones?
Indicacion

1) Crear una nueva variable valores e introducir los valores de las horas para los que queremos predecir las
bacterias.

2) Seleccionar el ment Transformar—Calcular variable....

3) Introducir el nombre de la nueva variable prediccion en el campo Variable de destino del cuadro de
didlogo.

4) Introducir la ecuacién del mejor modelo en el campo Expresién numérica, utilizando los coeficientes
obtenidos anteriormente y la variable valores y hacer click sobre el botén Aceptar.

/) Dar una prediccién lo més fiable posible del tiempo que tendria que transcurrir para que en el
cultivo hubiese 100 bacterias.

Indicacién
Repetir los pasos del apartado anterior introduciendo la variable horas en el campo Dependientes y la variable
bacterias en el campo Independiente/Variables

2. Se han medido dos variables S y T en 10 individuos, obteniéndose los siguientes resultados:

(—1a5a 2725) ’ (0787 Oa64) ) (_0727 0704) ) (_0787 0764) ’ (0a47 0716) )
(0723 0)04)’ (72717 4341)3 (70747 0716)3 (1a57 2>25)7 (2713 4341)
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Se pide:

a) Crear las variables S y T e introducir estos datos.

b) Calcular la recta de regresién de T sobre S. Dibujar dicha recta sobre el diagrama de dispersion.
iPodemos afirmar que S y T son independientes?
Indicacién
1) Seleccionar el ment Analizar—Regresién—Lineales. . ..
2) Seleccionar la variable T en el campo Dependientes del cuadro de didlogo.

3) Seleccionar la variable S en el campo Independientes del cuadro de didlogo y hacer click sobre el botén
Aceptar.

4) Para escribir la ecuacién de la recta, observaremos en la ventana de resultados obtenida, la tabla deno-
minada Coeficientes, y en la columna B de los Coeficientes no estandarizados, encontramos en la
primera fila la constante de la recta y en la segunda la pendiente.

5) Seleccionar el ment Graficos—Cuadros de didlogo antiguos—Dispersién/Puntos. .., elegir la opcién
Dispersién simple y hacer click sobre el botén Definir.

6) Seleccionar la variable T en el campo Eje Y del cuadro de didlogo.

7) Seleccionar la variable S en el campo Eje X del cuadro de didlogo y hacer click sobre el botén Aceptar.
8) Editar el gréfico realizado anteriormente haciendo un doble click sobre él.

9) Seleccionar los puntos haciendo click sobre alguno de ellos.

10) Seleccionar el ment Elementos—Linea de ajuste total (También se podria usar en lugar del menu, la
barra de herramientas)

11) Cerrar la ventana Propiedades.

12) Cerrar el editor de graficos, cerrando la ventana.

¢) Hacer una comparativa de los distintos modelos de regresién en funcién del coeficiente de deter-
minacién. ;Qué tipo de relacién existe entre Ty S7
Indicacién
1) Seleccionar el ment Analizar—Regresién—Estimacién curvilinea....
2) Seleccionar la variable T en el campo Dependientes del cuadro de didlogo.
3) Seleccionar la variable S en el campo Independiente/variable del cuadro de didlogo.
4) Desmarcar la opcién Representar los modelos.
5) Marcar las opciones lineal, cuadrético, ciibico y exponencial y hacer click sobre el botén Aceptar.

d) En vista de lo anterior, ajustar el modelo de regresién més apropiado.

Indicacién
Utilizar los coeficientes que aparecen en el punto anterior y la tabla de la parte de fundamentos tedricos.

3 Ejercicios propuestos

1. En un centro dietético se estd probando una nueva dieta de adelgazamiento en una muestra de 12
individuos. Para cada uno de ellos se ha medido el niimero de dias que lleva con la dieta y el nimero
de kilos perdidos desde entonces, obteniéndose los siguientes resultados:

(33, 3.9), (51, 5.9), (30, 3.2), (55, 6.0), (38 , 4.9), (62 , 6.2),
(35, 4.5), (60, 6.1), (44 , 5.6), (69 , 6.2), (47 , 5.8), (40 , 5.3)

Se pide:
a) Dibujar el diagrama de dispersién. Segin la nube de puntos, ;qué tipo de modelo explicaria

mejor la relacién entre los kilos perdidos y los dias de dieta?

b) Construir el modelo de regresién que mejor explique la relacién entre los kilos perdidos y los dias
de dieta.

¢) Utilizar el modelo construido para predecir el nimero de kilos perdidos tras 40 dias de dieta y
tras 100 dias. ;Son fiables estas predicciones?
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2. La concentracién de un fdrmaco en sangre, C' en mg/dl, es funcién del tiempo, ¢t en horas, y viene
dada por la siguiente tabla:

C|125]36|48 |64 |86 | 114 | 168

Se pide:

a) Segin el modelo exponencial, jqué concentracién de farmaco habria a las 4,8 horas? ;Es fiable
la prediccién? Justificar adecuadamente la respuesta.

b) Segun el modelo logaritmico, ;qué tiempo debe pasar para que la concentracién sea de 100 mg/dl1?
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Variables Aleatorias Discretas

1 Fundamentos tedricos

1.1 Variables aleatorias

Se define una wvariable aleatoria asignando a cada resultado del experimento aleatorio un nimero.
Esta asignacion puede realizarse de distintas maneras, obteniéndose de esta forma diferentes variables
aleatorias. Asi, en el lanzamiento de dos monedas podemos considerar el nimero de caras o el nimero
de cruces. En general, si los resultados del experimento son numéricos, se tomaran dichos nimeros como
los valores de la variable, y si los resultados son cualitativos, se hard corresponder a cada modalidad un
ntimero arbitrariamente.

Formalmente, una wvariable aleatoria X es una funcién real definida sobre los puntos del espacio

muestral F de un experimento aleatorio.
X:E—->R

De esta manera, la distribucién de probabilidad del espacio muestral E, se transforma en una distri-
bucién de probabilidad para los valores de X.

El conjunto formado por todos los valores distintos que puede tomar la variable aleatoria se llama
Rango o Recorrido de la misma.

Las variables aleatorias pueden ser de dos tipos: discretas o continuas. Una variable es discreta cuando
sélo puede tomar valores aislados, mientras que es continua si puede tomar todos los valores posibles de
un intervalo.

1.2 Variables aleatorias discretas (v.a.d.)

Se considera una v.a.d. X que puede tomar los valores z;, i = 1,2, ..., n.

Funcién de probabilidad

La distribucion de probabilidad de X se suele caracterizar mediante una funcién f(z), conocida como
funcion de probabilidad, que asigna a cada valor de la variable su probabilidad. Esto es

flz;))=P(X =), i=1,.,n

verificaindose que

Funcién de distribucion

Otra forma equivalente de caracterizar la distribucién de probabilidad de X es mediante otra funcion
F(x), lamada funcidn de distribucion, que asigna a cada x € R la probabilidad de que X tome un valor
menor o igual que dicho nimero z. Asi,

Fa)=P(X <2)= Y f(x)

z; <x
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Tanto la funcién de probabilidad como la funcién de distribuciéon pueden representarse de forma
grafica, tal y como se muestra en la figura 6.1.

Lanzamiento de dos monedas Lanzamiento de dos monedas
[ir] f=
=7 2
-t 0
S L &
<
=
E o £ o]
°g < g o
= &
T oo E <
A e £ <
=
2
— A
ST e
< o
ST ==
T T T T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
N° de caras N° de caras
(a) Funcién de probabilidad. (b) Funcién de distribucién.

Figura 6.1 — Funcién de probabilidad y funcién de distribucién de la variable aleatoria X que mide el
nimero de caras obtenido en el lanzamiento de dos monedas.

Estadisticos poblacionales
Los parametros descriptivos méas importantes de una v.a.d. X son:

Media o Esperanza

BX]=p= wf(z)
i=1
Varianza

i=1

n n
VIX]=0" =3 (o = ) f(ai) = ) alf(w:) — 1
i i=1
Desviacién tipica
D[X]=0=+Vo?
La media es una medida de tendencia central, mientras que la varianza y la desviacién tipica son
medidas de dispersién.
Entre las v.a.d. cabe destacar las denominadas Binomial y de Poisson.

Variable Binomial

Se considera un experimento aleatorio en el que puede ocurrir el suceso A o su contrario A, con
probabilidades p y 1 — p respectivamente.

Si se realiza el experimento anterior n veces, la v.a.d. X que recoge el nimero de veces que ha ocurrido
el suceso A, se denomina Variable Binomial y se designa por X ~ B(n, p).

El recorrido de la variable X es {0,1,...,n} y su funcién de probabilidad viene dada por

ra = (M) a-pr

cuya grafica se puede apreciar en la figura 6.2.
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Funcién de probabilidad de una binomial B(10,0,5)

Probabilidad f(z)

Figura 6.2 — Funcién de probabilidad de una variable aleatoria binomial de 10 repeticiones y proba-
bilidad de éxito 0.5

A partir de la expresién anterior se puede demostrar que
= np

np(l —p)
o =++/np(1 - p)

0_2

En el caso particular de que el experimento se realice una sola vez, la variable aleatoria recibe el
nombre de Variable de Bernouilli. Una variable Binomial X ~ B(n, p) se puede considerar como suma de
n variables de Bernouilli idénticas con distribucién B(1, p).

Variable de Poisson

Las variables de Poisson surgen de la observacion de un conjunto discreto de fenémenos puntuales
en un soporte continuo de tiempo, longitud o espacio. Por ejemplo: n°® de llamadas que llegan a una
centralita telefénica en un tiempo establecido, n° de hematies en un volumen de sangre, etc. Se supone
ademds que en un soporte continuo suficientemente grande, el niimero medio de fenémenos ocurridos por
unidad de soporte considerado, es una constante que designaremos por .

A lav.a.d. X, que recoge el niimero de fenémenos puntuales que ocurren en un intervalo de amplitud
establecida, se le denomina Variable de Poisson y se designa por X ~ P(\).

El recorrido de la variable X es {0,1,2,...}, no existiendo un valor maximo que pueda alcanzar. Su
funcién de probabilidad viene dada por

)\:C —\
f(z) = o €
y su gréfica aparece en la figura 6.3
Se puede demostrar que
p=A
o=\

o=+VA

La distribuciéon de Poisson aparece como limite de la distribucién Binomial cuando el niimero n de
repeticiones del experimento es muy grande y la probabilidad p de que ocurra el suceso A considerado
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Funcién de probabilidad de una Poisson P(4)

Probabilidad f(z)
0.10
1

0.00
1

Figura 6.3 — Funcién de probabilidad de una variable aleatoria de Poisson de media A\ = 4

es muy pequenia. Por ello, la distribuciéon de Poisson se llama también Ley de los Casos Raros. En la
préctica se considera aceptable realizar los calculos de probabilidades correspondientes a una variable
B(n, p) mediante las férmulas correspondientes a una variable P(\) con A\ = np, siempre que n > 50 y
p <0,1.
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2 Ejercicios resueltos

En los ejercicios practicos vamos a utilizar las siguientes funciones matematicas, también llamadas

operadores, de SPSS:

PDF.BINOM (¢, n,p) que calcula el valor de la funcién de probabilidad en el valor ¢, de la variable
binomial de parametros n y p.

PDF.POISSON (¢, \) que calcula el valor de la funcién de probabilidad en el valor ¢, de la variable
de Poisson de pardmetro A.

CDF.BINOM (c¢,n,p) que calcula el valor de la funcién de distribucién en el valor ¢, de la variable
binomial de parametros n y p.

CDF.POISSON (¢, A\) que calcula el valor de la funcién de distribucién en el valor ¢, de la variable de
Poisson de parametro A.

1. Dada la v.a.d. con distribucién Binomial X ~ B(10, 0,4) se pide:

a) Crear la variable X e introducir todos sus posibles valores en el editor de datos.

b) Crear la variable probabilidad que contenga la probabilidad de cada uno de los valores de la
variable X. Interpretar los valores de la variable obtenidos.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Transformar—Calcular variable.

2) Introducir el nombre de la nueva variable que vamos a crear, en este caso probabilidad, dentro del campo
Variable de destino:.

3) En el cuadro de didlogo Expresién numérica:, escribir la funcién PDF.BINOM(c,n,p) o seleccionar del
cuadro de didlogo Grupo de funciones la opcién Todo y en el cuadro de didlogo Funciones y variables
especiales la funcién Pdf.Binom. El primer pardmetro de la funcién PDF.BINOM(c,n,p) puede ser un
tnico valor o el nombre de una variable para calcular todos sus valores a la vez, en cuyo caso se debe
introducir la variable X. El segundo pardmetro es el ntimero de veces que se repite el experimento, que
en nuestro caso es 10 y el dltimo pardmetro es la probabilidad de éxito, en nuestro caso 0.4. En este caso
al introducir expresiones numéricas, se utilizara el punto como separador de decimales, ya que la coma se
usa como separador de parametros. Por dltimo hacer click sobre el botén Aceptar.

¢) Dibujar la gréfica de la funcién de probabilidad de la variable X.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Graficos—Cuadros de didlogo antiguos—Dispersién/Puntos.
2) Seleccionar la opcién Dispersién simple y hacer click sobre el botén Definir.
3) Introducir la variable X en el cuadro de didlogo Eje X.
4) Introducir la variable creada probabilidad en el cuadro de didlogo Eje Y y hacer click sobre el botén Aceptar.

d) Crear la variable probacumulada que contenga la funcién de distribucién (probabilidad acumula-
da) de cada uno de los valores de la variable X. Interpretar los valores de la variable obtenidos.

Indicacién

1) Seleccionar el menud Transformar—Calcular variable.

2) Introducir el nombre de la nueva variable que vamos a crear, en este caso probacumulada, dentro del campo
Variable de destino:.

3) En el cuadro de didlogo Expresién numérica:, escribir la funcién CDF.BINOM(c,n,p) o seleccionar del
cuadro de didlogo Grupo de funciones la opcién Todo y en el cuadro de didlogo Funciones y variables
especiales la funcién Cdf.Binom. El primer pardmetro de la funcién CDF.BINOM(c,n,p) puede ser un
tnico valor o el nombre de una variable para calcular todos sus valores a la vez, en cuyo caso se debe
introducir la variable X. El segundo pardmetro es el ntimero de veces que se repite el experimento, que
en nuestro caso es 10 y el ultimo parametro es la probabilidad de éxito, en nuestro caso 0.4. En este caso
al introducir expresiones numéricas, se utilizard el punto como separador de decimales, ya que la coma se
usa como separador de pardametros. Por tdltimo hacer click sobre el botén Aceptar.
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e) Dibujar la grafica de la funcién de distribucién de la variable X.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Graficos—Cuadros de didlogo antiguos—Dispersién/Puntos.
2) Seleccionar la opcién Dispersién simple y hacer click sobre el botén Definir.
3) Introducir la variable X en el cuadro de didlogo Eje X.

4) Introducir la variable creada probacumulada en el cuadro de didlogo Eje Y y hacer click sobre el botén
Aceptar.

f) Calcular las siguientes probabilidades:
1) P(X=7).

Indicacién
Calcular PDF.BINOM(7,10,0.4).

2) P(X < 4).

Indicacién
Calcular CDF.BINOM(4,10,0.4).

3) P(X > 5).

Indicacién
Calcular 1-CDF.BINOM(5,10,0.4).

4) P2< X <09).

Indicacion
Calcular CDF.BINOM(8,10,0.4)-CDF.BINOM(1,10,0.4).

Indicacién

Se podrian calcular todos la valores a la vez definiendo la variable X, introduciendo todos los valores que
necesitamos, en nuestro caso 7, 4, 5, 8, y 1 y creando las variables probabilidad y probacumulada utilizando para
ello las funciones PDF.BINOM y CDF.BINOM respectivamente.

2. Sea X una variable aleatoria binomial tal que con X ~ B(40, 0,1)

a) Crear la variable X e introducir todos sus posibles valores en el editor de datos.

b) Crear la variable probabilidad que contenga la probabilidad de cada uno de los valores de la
variable X. Interpretar los valores de la variable obtenidos.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Transformar—Calcular variable.

2) Introducir el nombre de la nueva variable que vamos a crear, en este caso probabilidad, dentro del campo
Variable de destino:.

3) En el cuadro de didlogo Expresién numérica:, escribir la funcién PDF.BINOM(c,n,p) o seleccionar del
cuadro de didlogo Grupo de funciones la opcién Todo y en el cuadro de didlogo Funciones y variables
especiales la funcién Pdf.Binom. El primer pardmetro de la funcién PDF.BINOM(c,n,p) puede ser un
tnico valor o el nombre de una variable para calcular todos sus valores a la vez, en cuyo caso se debe
introducir la variable X. El segundo pardmetro es el ntimero de veces que se repite el experimento, que
en nuestro caso es 40 y el dltimo pardmetro es la probabilidad de éxito, en nuestro caso 0.1. En este caso
al introducir expresiones numéricas, se utilizara el punto como separador de decimales, ya que la coma se
usa como separador de parametros. Por dltimo hacer click sobre el botén Aceptar.

¢) Dibujar la gréfica de la funcién de probabilidad de la variable X.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Graficos—Cuadros de didlogo antiguos—Dispersién/Puntos.
2) Seleccionar la opcién Dispersién simple y hacer click sobre el botén Definir.
3) Introducir la variable X en el cuadro de didlogo Eje X.
4) Introducir la variable creada probabilidad en el cuadro de didlogo Eje Y y hacer click sobre el botén Aceptar.

d) Calcular:
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1) P(X =8).

Indicacién
Calcular PDF.BINOM(8,40,0.1).

2) P(X > 7).

Indicacién
Calcular 1-CDF.BINOM(6,40,0.1).

3) P(X < 4).

Indicacién
Calcular CDF.BINOM(3,40,0.1).

4) P(3< X <9).

Indicacién
Calcular CDF.BINOM(9,40,0.1)-CDF.BINOM(2,40,0.1).

Indicacién

Se podrian calcular todos la valores a la vez definiendo la variable X, introduciendo todos los valores que
necesitamos, en nuestro caso 8, 6, 3, 9, y 2 y creando las variables probabilidad y probacumulada utilizando para
ello las funciones PDF.BINOM y CDF.BINOM respectivamente.

3. Dada la v.a.d. con distribucién de Poisson X ~ P(4), se pide

a) Crear la variable X e introducir los valores de dicha variable desde 0 hasta 10 en el editor de
datos. jPodriamos introducir todos los valores de la variable X7

b) Crear la variable probabilidad que contenga la probabilidad de cada uno de los valores de la
variable X. Interpretar los valores de la variable obtenidos.

Indicacién
1) Seleccionar el menud Transformar—Calcular variable.

2) Introducir el nombre de la nueva variable que vamos a crear, en este caso probabilidad, dentro del campo
Variable de destino:.

3) En el cuadro de didlogo Expresién numérica:, escribir la funcién PDF.POISSON(c,media) o seleccionar del
cuadro de didlogo Grupo de funciones la opcién Todo y en el cuadro de didlogo Funciones y variables
especiales la funcién Pdf .Poisson. El primer pardmetro de la funcién PDF.POISSON(c,media) puede ser
un unico valor o el nombre de una variable para calcular todos sus valores a la vez, en cuyo caso se debe
introducir la variable X y el segundo pardmetro es la media de la variable, en nuestro caso 4. En este caso
al introducir expresiones numéricas, se utilizard el punto como separador de decimales, ya que la coma se
usa como separador de parametros. Por dltimo hacer click sobre el botén Aceptar.

¢) Dibujar la gréfica de la funcién de probabilidad de la variable X. ;Se parece esta gréfica a la
grafica de la funcién de probabilidad de la binomial B(40, 0,1) del ejercicio anterior? ; Cudl puede
ser la causa del parecido?
Indicacién
1) Seleccionar el ment Graficos—Cuadros de didlogo antiguos—Dispersién/Puntos.
2) Seleccionar la opcién Dispersién simple y hacer click sobre el botén Definir.
3) Introducir la variable X en el cuadro de didlogo Eje X.
4) Introducir la variable creada probabilidad en el cuadro de didlogo Eje Y y hacer click sobre el botén Aceptar.

d) Crear la variable probacumulada que contenga la funcién de distribucién (probabilidad acumula-
da) de cada uno de los valores de la variable X. Interpretar los valores de la variable obtenidos.
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Indicacion
1) Seleccionar el menu Transformar—Calcular variable.

2) Introducir el nombre de la nueva variable que vamos a crear, en este caso probacumulada, dentro del campo
Variable de destino:.

3) En el cuadro de didlogo Expresién numérica:, escribir la funcién CDF.POISSON(c,media) o seleccionar del
cuadro de didlogo Grupo de funciones la opcién Todo y en el cuadro de didlogo Funciones y variables
especiales la funcién Cdf.Poisson. El primer parametro de la funcién CDF.POISSON(c,media) puede ser
un tnico valor o el nombre de una variable para calcular todos sus valores a la vez, en cuyo caso se debe
introducir la variable X y el segundo parametro es la media de la variable, en nuestro caso 4. En este caso
al introducir expresiones numéricas, se utilizard el punto como separador de decimales, ya que la coma se
usa como separador de parametros. Por tltimo hacer click sobre el botén Aceptar.

e) Dibujar la gréfica de la funcién de distribucién de la variable X.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Graficos—Cuadros de didlogo antiguos—Dispersién/Puntos.
2) Seleccionar la opcién Dispersién simple y hacer click sobre el botén Definir.
3) Introducir la variable X en el cuadro de didlogo Eje X.

4) Introducir la variable creada probacumulada en el cuadro de didlogo Eje Y y hacer click sobre el botén
Aceptar.

f) Calcular las siguientes probabilidades:

1) P (X = 9).

Indicacién

Calcular PDF.POISSON(9,4).
2) P(X < 6).

Indicacién

Calcular CDF.POISSON(6,4).
3) P(X > 5).

Indicacién

Calcular 1-CDF.POISSON(4,4).
4) P(4< X < 50).

Indicacién
Calcular CDF.POISSON(49,4)-CDF.POISSON(3,4).

Indicacién
Si nos falta algin valor, lo introducimos en la variable X y volvemos a calcular las variables probabilidad y
probacumulada.

4. La probabilidad de curaciéon de un paciente al ser sometido a un determinado tratamiento es 0,85.
Calcular la probabilidad de que en un grupo de 6 enfermos sometidos a tratamiento:
a) Se curen la mitad.
Indicacién

El nimero de enfermos que se curan sigue una distribucién Binomial X ~ B(6, 0,85), por lo que la probabilidad
de que se curen la mitad, es decir P(X = 3), se calculard mediante PDF.BINOM(3,6,0.85).

b) Se curen al menos 4.

Indicacion
La P(X > 4), se calculard mediante 1-CDF.BINOM(3,6,0.85).

5. En un servicio de urgencias de cierto hospital se sabe que, en media, llegan 2 pacientes cada hora.
Calcular:
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a) {Cuél es la probabilidad de que en una hora lleguen 3 pacientes?
Indicacién
El ntimero de pacientes que llegan en una hora sigue una distribucién de Poisson de media 2, X ~ P(2),

por lo que la probabilidad de que en una hora lleguen 3 pacientes, es decir P(X = 3), se calculard mediante
PDF.POISSON(3,2).

b) Si los turnos de urgencias son de 8 horas, jcudl serd la probabilidad de que en un turno lleguen
mas de 5 pacientes?

Indicacion

El nimero de pacientes que llegan en un turno de urgencias sigue una distribucién de Poisson de media
16, X ~ P(16), por lo que la probabilidad de que lleguen més de 5, P(X > 5), se calculard mediante 1-
CDF .POISSON(5,16).

3 Ejercicios propuestos

1. Al lanzar 100 veces una moneda, jcudl es la probabilidad de obtener entre 40 y 60 caras?

2. La probabilidad de que al administrar una vacuna dé una determinada reaccién es 0,001. Si se vacunan
2000 personas ;cudl es la probabilidad de que aparezca alguna reaccién adversa?

3. El nimero medio de llamadas por minuto que llegan a una centralita telefénica es igual a 120. Hallar
las probabilidades de los sucesos siguientes:

a) A=durante 2 segundos lleguen a la centralita menos de 4 llamadas.

b) B=durante 3 segundos lleguen a la centralita 3 llamadas como minimo.
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Prictica de Estadistica con SPSS [

Variables Aleatorias Continuas

1 Fundamentos tedricos

1.1 Variables aleatorias

Se define una wvariable aleatoria asignando a cada resultado del experimento aleatorio un nimero.
Esta asignacion puede realizarse de distintas maneras, obteniéndose de esta forma diferentes variables
aleatorias. Asi, en el lanzamiento de dos monedas podemos considerar el nimero de caras o el nimero
de cruces. En general, si los resultados del experimento son numéricos, se tomaran dichos nimeros como
los valores de la variable, y si los resultados son cualitativos, se hard corresponder a cada modalidad un
ntimero arbitrariamente.

Formalmente, una wvariable aleatoria X es una funcién real definida sobre los puntos del espacio

muestral F de un experimento aleatorio.
X:E—->R

De esta manera, la distribucién de probabilidad del espacio muestral E, se transforma en una distri-
bucién de probabilidad para los valores de X.

El conjunto formado por todos los valores distintos que puede tomar la variable aleatoria se llama
Rango o Recorrido de la misma.

Las variables aleatorias pueden ser de dos tipos: discretas o continuas. Una variable es discreta cuando
sélo puede tomar valores aislados, mientras que es continua si puede tomar todos los valores posibles de
un intervalo.

1.2 Variables aleatorias continuas (v.a.c.)

Se considera una v.a.c. X. En este tipo de variables, a diferencia de las discretas, la probabilidad de
que la variable tome un valor aislado cualquiera es nula, y sélo hablaremos de probabilidades asociadas
a intervalos.

Funcién de densidad

La distribucidn de probabilidad de X se suele caracterizar mediante una funcién f(z), conocida como
funcion de densidad. Formalmente, una funciéon de densidad es una funcién no negativa, integrable en
R, que cumple

o0
/ flx)de =1
—o0
A partir de esta funcién, se puede calcular la probabilidad de que el valor de la variable pertenezca a

un intervalo [a, b], midiendo el drea encerrada por dicha funcién y el eje de abscisas entre los limites del
intervalo, como se observa en la figura 7.1, es decir

Pla<X <b) = /bf(x)da:
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Densidad de probabilidad f(z)

X

Figura 7.1 — En una v.a.c. la probabilidad asociada a un intervalo [a, b], es el drea que queda encerrada
por la funcién de densidad y el eje de abscisas entre los limites del intervalo.

Funcién de distribucion

Otra forma equivalente de caracterizar la distribucién de probabilidad de X es mediante otra funcién
F(x), lamada funcidn de distribucion, que asigna a cada x € R la probabilidad de que X tome un valor
menor o igual que dicho nimero x. Asi,

F(z) = P(X <) = /_ C

A partir de la definicién anterior es claro que la probabilidad de que la variable tome un valor en el
intervalo [a,b] puede calcularse a partir de la funcién de distribucién de la siguiente forma:

Pla< X <b)— /  fla)de = / ; flayde- [ Oo f(x)dz =F(5) — F(a)

Estadisticos poblacionales
Los parametros descriptivos méas importantes de una v.a.c. X son:

Media o Esperanza

Varianza

Vi) = o? =~ [ T (@ w) () do = / T 2 f(@) de — 2

Desviacién tipica
DI X]|=0=+4Vo?

La media es una medida de tendencia central, mientras que la varianza y la desviacién tipica son
medidas de dispersién.
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Distribucién Uniforme Continua

Una v.a.c. X se dice que sigue una Distribucion Uniforme Continua de pardmetros a y b, y se designa
por X ~ U(a, b), si su recorrido es el intervalo [a, b] y su funcién de densidad es

ﬁ sia<ax<b,
0 en el resto
Esta funcién es constante en el intervalo [a, b] y nula fuera de él. Se cumple que

a+b b—a

o=+ .
2 V12

Distribucién Uniforme U(0,1)

1.2

1.0

Densidad f(z)
0.6 0.8
1

0.4

0.2

0.0

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Figura 7.2 — Funcién de densidad de una variable aleatoria uniforme continua U (0, 1).

Distribucién Normal

Una v.a.c. X se dice que sigue una Distribucion Normal o Gaussiana de media p y desviacién tipica
o,y se designa por X ~ N(u, o), si su recorrido es todo R y su funcién de densidad es

1 _@—w?
e 202

flz) = —7=

Esta funcién tiene forma acampanada y es simétrica con respeto a la media pu.

La distribuciéon Normal es la distribucién continua més importante, ya que muchos de los fenéme-
nos que aparecen en la naturaleza presentan esta distribucién. Ello es debido a que, como establece el
Teorema Central del Limite, cuando los resultados de un experimento estan influidos por muchas cau-
sas independientes que actian sumando sus efectos, se puede esperar que dichos resultados sigan una
distribucién normal.

La v.a.c normal de media 0 y desviacién tipica 1, Z ~ N(0,1), se conoce como variable normal
estandar o tipificada y se utiliza muy a menudo. Su funcién de densidad aparece en la figura 7.3(a) y su
funcién de distribucién en la figura 7.3(b).

Distribuciéon Chi-cuadrado

Si Zy,...,Z, son n v.a.c. normales estandar independientes, entonces la variable

X=24...+ 22
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Distribucién normal estdndar N(u = 0,0 = 1) Distribucién normal esténdar N(p = 0,0 = 1)
Ol =
= ST =
k=l
& —_
= &
2 o
£ o 5 <
2 ° g
> =
< E o
] s o
g o <
D = 3
g = =
A 3 o
<
e}
— 2
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R
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S S
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-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
X X
(a) Funcién de densidad. (b) Funcién de distribucién.

Figura 7.3 — Funcién de densidad y funcién de distribucién de la variable aleatoria continua Z Normal
de media 0 y desviacién tipical Z ~ N(0,1)

Distintas distribuciones chi-cuadrado

0.

5

0.15 0.20 0.2
I 1

Densidad f(x)

0.10
I

X

Figura 7.4 — Funciones de densidad de variables aleatorias Chi cuadrado de 1, 3 y 10 grados de
libertad.

se dice que sigue una distribucién Chi-cuadrado con n grados de libertad, y se designa por X ~ x%(n).
Se cumple que

n=n
oc=+V2n

La distribucién Chi-cuadrado se utiliza en inferencia estadistica para célculos de intervalos de con-
fianza y contrastes de hipdtesis sobre la varianza de la poblacién.
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Distribucion T de Student

Si Z es una v.a.c. normal estdndar y X es una v.a.c chi-cuadrado con n grados de libertad, ambas
variables independientes, entonces la variable

VA
v X/n

se dice que sigue una distribucién 7' de Student con n grados de libertad, y se designa por T ~ T'(n).

Distintas distribuciones t de student

<
o
T(1
— T(3
T(10)
= |
o

Densidad f(x)
0.2

0.1

0.0

Figura 7.5 — Funciones de densidad de variables aleatorias t de student de 1, 3 y 10 grados de libertad.

Esta variable es muy parecida a la normal estandar pero un poco menos apuntada, y se parece mas
a ésta a medida que aumentan los grados de libertad, de manera que para n > 30 ambas distribuciones
se consideran practicamente iguales. Se cumple que

p=0
o=+y/n/(n—2) conn>2

La distribucion T" de Student se utiliza en inferencia estadistica para calculos de intervalos de confianza
y contrastes de hipotesis sobre la media de la poblacién.

Distribucién I’ de Fisher-Snedecor

Si X e Y son dos v.a.c chi-cuadrado con m y n grados de libertad respectivamente, ambas variables

independientes, entonces la variable
_ X/m

Y/n
se dice que sigue una distribucién F' de Fisher-Snedecor con m y n grados de libertad, y se denota
F ~ F(m, n).

conn > 2

2n2 -2
O’:—|—\/ n*(m +n ) conn >4

m(n —2)%(n —4)
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Distintas distribuciones F de Fisher-Snedecor

F(3,3)
— — F(10,5
F(10,2

)

0.8

0

0.6
1

Densidad f(x)
0.4

0.2

0.0

Figura 7.6 — Funciones de densidad de variables aleatorias F' de Fisher-Snedecor.

De la definicién se deduce facilmente que F(m, n) = , v si llamamos F(m, n), al valor que

1
F(n, m)
cumple que P(F(m, n) < F(m, n),) = p, entonces se verifica
1

F(m, n), = Fln, mhs,

La distribucién F' de Fisher-Snedecor se utiliza en inferencia estadistica para cdlculos de intervalos
de confianza y contrastes de hipdtesis sobre el cociente de varianzas de dos poblaciones, y en andlisis de
la varianza.
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2 Ejercicios resueltos

En los ejercicios practicos vamos a utilizar las siguientes funciones matematicas, también llamadas

operadores, de SPSS:

PDF.CHISQ (c,n) que calcula el valor de la funcién de densidad en el valor ¢, de la variable Chi-
cuadrado con n grados de libertad.

PDF.F (c¢,m,n) que calcula el valor de la funcién de densidad en el valor ¢, de la variable F' de Fisher-
Snedecor con m y n grados de libertad.

PDF.NORMAL (c,u,0) que calcula el valor de la funcién de densidad en el valor ¢, de la variable
normal de media p y desviacién tipica o.

PDF.T (c,n) que calcula el valor de la funcién de densidad en el valor ¢ de la variable T de Student
con n grados de libertad.

PDF.UNIFORM (¢, a,b) que calcula el valor de la funcién de densidad en el valor ¢ de la variable
uniforme U de pardametros a y b.

CDF.CHISQ (¢,n) que calcula el valor de la funcién de distribucién en el valor ¢, de la variable Chi-
cuadrado con n grados de libertad.

CDEF.F (¢,m,n) que calcula el valor de la funcién de distribucién en el valor ¢, de la variable F de
Fisher-Snedecor con m y n grados de libertad.

CDF.NORMAL (¢, u,0) que calcula el valor de la funcién de distribucién en el valor ¢, de la variable
normal de media y y desviacién tipica o.

CDF.T (¢,n) que calcula el valor de la funcién de distribucién en el valor ¢ de la variable T de Student
con n grados de libertad.

CDF.UNIFORM (c,a,b) que calcula el valor de la funcién de distribucién en el valor ¢ de la variable
uniforme U con parametros a y b.

IDF.CHISQ (¢,n) que calcula el valor de la variable Chi-cuadrado con n grados de libertad, cuando
el valor de la funcién de distribucién es c.

IDF.F (¢,m,n) que calcula el valor de la variable F de Fisher-Snedecor con m y n grados de libertad,
cuando el valor de la funcién de distribucién es c.

IDF.NORMAL (¢, pu,0) que calcula el valor de la variable normal de media p y desviacién tipica o,
cuando el valor de la funcién de distribucién es c.

IDF.T (c,n) que calcula el valor de la variable T de Student con n grados de libertad, cuando el valor
de la funcién de distribucién es c.

IDF.UNIFORM (¢, a,b) que calcula el valor de la variable uniforme U de pardmetros a y b, cuando el
valor de la funcién de distribucién es c.

1. Dada la v.a.c. con distribucién uniforme X ~ U(0, 2), se pide:

a) Definir la variable X, ddndole valores desde 0 hasta 2, con un incremento de 0,1.

b) Calcular el valor de la funcién de densidad en los valores de X introducidos.
Observacion: Los valores de la funcién de densidad no son las probabilidades de cada valor de
la variable.
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Indicacién

1)
2)

3)

Seleccionar el ment Transformar—Calcular variable.

Introducir el nombre de la nueva variable que vamos a crear, en este caso densidad, dentro del campo
Variable de destino:.

En el cuadro de didlogo Expresién numérica:, escribir la funcién PDF.UNIFORM(c,min,mix) o se-
leccionar del cuadro de didlogo Grupo de funciones la opcién Todo y en el cuadro de didlo-
go Funciones y variables especiales la funcién Pdf.Uniform. El primer parametro de la funcién
PDF.UNIFORM(c,min,mdx) puede ser un unico valor o el nombre de una variable para calcular todos sus
valores a la vez, en cuyo caso se debe introducir la variable X. El segundo pardmetro es el valor minimo
de la variable, en nuestro caso 0 y el ultimo pardmetro es el valor maximo de la variable, en nuestro caso
2. En este caso al introducir expresiones numeéricas, se utilizara el punto como separador de decimales, ya
que la coma se usa como separador de pardmetros. Por ultimo hacer click sobre el botén Aceptar.

¢) Representar la funcién de densidad.

Indicacion

1)
2)
3)
4)
5)

6)
7

Seleccionar el ment Graficos—Cuadros de didlogo antiguos—Dispersién/Puntos.

Seleccionar la opcién Dispersién simple y hacer click sobre el botén Definir.

Introducir la variable X en el cuadro de didlogo Eje X.

Introducir la variable creada densidad en el cuadro de didlogo Eje Y y hacer click sobre el botén Aceptar.

Editar el grafico haciendo doble click sobre el mismo, y como queremos unir los puntos los seleccionaremos
todos haciendo click sobre uno de ellos.

Hacer click con el botén derecho del ratén y seleccionar Afiadir Linea de interpolacién

Marcar la opcién Recto, hacer click sobre el botén Cerrar y por ultimo cerrar el editor de gréficos.

d) Calcular el valor de la funcién de distribucién de dicha variable en los valores de X introducidos.

Indicacién

1)
2)

3)

Seleccionar el ment Transformar—Calcular variable.

Introducir el nombre de la nueva variable que vamos a crear, en este caso probacumulada, dentro del campo
Variable de destino.

En el cuadro de didlogo Expresién numérica:, escribir la funcién CDF.UNIFORM(c,min,mix) o se-
leccionar del cuadro de didlogo Grupo de funciones la opcion Todo y en el cuadro de didlo-
go Funciones y variables especiales la funcién Cdf.Uniform. El primer pardmetro de la funcién
CDF.UNIFORM(c,min,mdx) puede ser un unico valor o el nombre de una variable para calcular todos sus
valores a la vez, en cuyo caso se debe introducir la variable X. El segundo pardmetro es el valor minimo
de la variable, en nuestro caso 0 y el ultimo pardmetro es el valor maximo de la variable, en nuestro caso
2. En este caso al introducir expresiones numeéricas, se utilizara el punto como separador de decimales, ya
que la coma se usa como separador de pardmetros. Por ultimo hacer click sobre el botén Aceptar.

e) Dibujar la grafica de la funcién de distribucién.

Indicacion

1)
2)
3)
4)

5)

6)
7)

Seleccionar el ment Graficos—Cuadros de didlogo antiguos—Dispersién/Puntos.
Seleccionar la opcién Dispersién Simple y hacer click sobre el botén Definir.
Introducir la variable X en el cuadro de didlogo Eje X.

Introducir la variable creada probacumulada en el cuadro de didlogo Eje Y y hacer click sobre el botén
Aceptar.

Editar el grafico haciendo doble click sobre el mismo, y como queremos unir los puntos los seleccionaremos
todos haciendo click sobre uno de ellos.

Hacer click con el botén derecho del ratén y seleccionar Afiadir Linea de interpolacién
Marcar la opcién Recto, hacer click sobre el botén Cerrar y por ultimo cerrar el editor de graficos.

2. Dada la v.a.c. con distribucién normal X ~ N(0, 1), se pide:

a) Crear la variable X e introducir en el editor de datos de entre sus infinitos valores (toda la recta
real), por ejemplo aquellos que van desde -3 hasta 3, en incrementos de 0.2 (para introducir los
31 valores diferentes resulta aconsejable la utilizacién de un programa de hoja de calculo como
Excel).

b) Calcular el valor de la funcién de densidad en los valores de X introducidos.
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Indicacién

1)
2)

3)

Seleccionar el ment Transformar—Calcular variable.

Introducir el nombre de la nueva variable que vamos a crear, en este caso densidad, dentro del campo
Variable de destino:.

En el cuadro de didlogo Expresién numérica:, escribir la funcién PDF.NORMAL(c,media,desv_tip)
o seleccionar del cuadro de didlogo Grupo de funciones la opcién Todo y en el cuadro de didlo-
go Funciones y variables especiales la funcién Pdf.Normal. El primer pardametro de la funcién
PDF .NORMAL (c,media,desv_tip) puede ser un dnico valor o el nombre de una variable para calcular todos
sus valores a la vez, en cuyo caso se debe introducir la variable X. El segundo pardmetro es la media de la
variable, en nuestro caso 0, y el dltimo pardmetro es la desviacién tipica, en nuestro caso 1. En este caso
al introducir expresiones numéricas, se utilizara el punto como separador de decimales, ya que la coma se
usa como separador de pardametros. Por dltimo hacer click sobre el botén Aceptar.

¢) Dibujar la gréfica de la funcién de densidad de la variable X.

Indicacion

1)
2)
3)
4)
5)

6)
7

Seleccionar el ment Graficos—Cuadros de didlogo antiguos—Dispersién/Puntos.

Seleccionar la opcién Dispersién simple y hacer click sobre el botén Definir.

Introducir la variable X en el cuadro de didlogo Eje X.

Introducir la variable creada densidad en el cuadro de didlogo Eje Y y hacer click sobre el botén Aceptar.
Editar el grafico haciendo doble click sobre el mismo, y como queremos unir los puntos los seleccionaremos
todos haciendo click sobre uno de ellos.

Hacer click con el botén derecho del ratén y seleccionar Afiadir Linea de interpolacién

Marcar la opcién Recto, hacer click sobre el botén Cerrar y por ultimo cerrar el editor de gréficos.

d) Calcular el valor de la funcién de distribucién de dicha variable en los valores de X introducidos.

Indicacién

1)
2)

3)

Seleccionar el ment Transformar—Calcular variable.

Introducir el nombre de la nueva variable que vamos a crear, en este caso probacumulada, dentro del campo
Variable de destino.

En el cuadro de didlogo Expresién numérica:, escribir la funcién CDF.NORMAL(c,media,desv_tip)
o seleccionar del cuadro de didlogo Grupo de funciones la opciéon Todo y en el cuadro de didlo-
go Funciones y variables especiales la funcién Cdf.Normal. El primer pardametro de la funcién
CDF .NORMAL (c,media,desv_tip) puede ser un dnico valor o el nombre de una variable para calcular todos
sus valores a la vez, en cuyo caso se debe introducir la variable X. El segundo pardmetro es la media de la
variable, en nuestro caso 0, y el dltimo pardmetro es la desviacién tipica, en nuestro caso 1. En este caso
al introducir expresiones numéricas, se utilizara el punto como separador de decimales, ya que la coma se
usa como separador de pardametros. Por dltimo hacer click sobre el botén Aceptar.

e) Dibujar la grafica de la funcién de distribucién.

Indicacion

1)
2)
3)
4)

5)

6)
7)

Seleccionar el ment Graficos—Cuadros de didlogo antiguos—Dispersién/Puntos.
Seleccionar la opcién Dispersién simple y hacer click sobre el botén Definir.
Introducir la variable X en el cuadro de didlogo Eje X.

Introducir la variable creada probacumulada en el cuadro de didlogo Eje Y y hacer click sobre el botén
Aceptar.

Editar el grafico haciendo doble click sobre el mismo, y como queremos unir los puntos los seleccionaremos
todos haciendo click sobre uno de ellos.

Hacer click con el botén derecho del ratén y seleccionar Afiadir Linea de interpolacién
Marcar la opcién Recto, hacer click sobre el botén Cerrar y por ultimo cerrar el editor de graficos.

f) Crear la variable invprobacumu que, aplicada al valor de la funcién de distribucién (probabilidad
acumulada), nos devuelva el valor de X. Interpretar los valores de la variable obtenidos.
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Indicacion
1) Seleccionar el menu Transformar—Calcular variable.

2) Introducir el nombre de la nueva variable que vamos a crear, en este caso invprobacumu, dentro del campo
Variable de destino.

3) En el cuadro de didlogo Expresién numérica:, escribir la funcién IDF.NORMAL(c,media,desv_tip)
o seleccionar del cuadro de didlogo Grupo de funciones la opcién Todo y en el cuadro de didlo-
go Funciones y variables especiales la funcién Idf.Normal. El primer pardmetro de la funcién
IDF.NORMAL(c,media,desv_tip) puede ser un unico valor o el nombre de una variable para calcular todos
sus valores a la vez, en cuyo caso se debe introducir la variable probacumulada. El segundo parametro es
la media de la variable, en nuestro caso 0, y el ultimo pardmetro es la desviacién tipica, en nuestro caso
1. En este caso al introducir expresiones numéricas, se utilizara el punto como separador de decimales, ya
que la coma se usa como separador de pardmetros. Por ultimo hacer click sobre el botén Aceptar.

g) Calcular las siguientes probabilidades:
1) P(X < -1).

Indicacién
Calcular CDF.NORMAL(-1,0,1).

2) P(X < 2).

Indicacién
Calcular CDF.NORMAL(2,0,1).

3) P(X >12).

Indicacién
Calcular 1-CDF.NORMAL(1.2,0,1).

4) P(-2< X <25).

Indicacion
Calcular CDF.NORMAL(2.5,0,1)-CDF.NORMAL(-2,0,1).

5) P(—2,223 < X < 2,581).

Indicacién
Calcular CDF.NORMAL(2.581,0,1)-CDF.NORMAL(-2.223,0,1).

6) P(1,002 < X < 6,234).

Indicacién
Calcular CDF.NORMAL (6.234,0,1)-CDF.NORMAL (1.002,0,1).

Indicacién

Se podrian calcular todos la valores a la vez definiendo la variable X, introduciendo todos los valores que
necesitamos, en nuestro caso —1,2,1,2,2,5, —2,2,581, —2,223, 6,234 y 1,002 y creando la variable probacumulada
utilizando para ello la funcién CDF.NORMAL.

h) Calcular los valores 2y que cumplan lo siguiente.
1) P(X < zp)=0,995.
Indicacién
Calcular IDF.NORMAL(0.995,0,1).
2) P(X > zy) = 0,025.

Indicacién
Calcular IDF.NORMAL(1-0.025,0,1).

Indicacién

Se podrian calcular todos la valores a la vez definiendo la variable X, introduciendo todos los valores que
necesitamos, en nuestro caso 0,995 y 1 — 0,025 y creando la variable invprobacumu utilizando para ello la
funcién IDF.NORMAL.

3. Dada la v.a.c. con distribucién normal X ~ N(2,5, 5), se pide:
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a) Calcular las siguientes probabilidades:
1) P(X >4.,5).
Indicacién
Calcular 1-CDF.NORMAL(4.5,2.5,5).
2) P(2,58 < X <3,65).

Indicacién
Calcular CDF.NORMAL(3.65,2.5,5)-CDF.NORMAL(2.58,2.5,5).

Indicacién
Se podria calcular todos la valores a la vez definiendo la variable X, introduciendo todos los valores que
necesitamos, en nuestro caso 4,5, 3,65 y 2,58 y creando la variable probacumulada utilizando para ello la funcién
CDF . NORMAL.
b) Calcular los valores de zy que cumplen:
1) P(X < zo) = 0,238
Indicacién
Calcular IDF.NORMAL(0.238,2.5,5).
2) P(X > x0) = 0,621.

Indicacién
Calcular IDF.NORMAL(1-0.621,2.5,5).

Indicacién

Se podria calcular todos la valores a la vez definiendo la variable X, introduciendo todos los valores que
necesitamos, en nuestro caso 0,238 y 1 — 0,621 y creando la variable invprobacumu utilizando para ello la
funcién IDF.NORMAL.

4. Dada la v.a.c. con distribucién T de Student X ~ T'(6), calcular las siguientes probabilidades:
a) P(X <0)

Indicacién

Calcular CDF.T(0,6).
b) P(X <12)

Indicacion

Calcular CDF.T(1.2,6).
¢) P(X >12)

Indicacién

Calcular 1-CDF.T(1.2,6).
d) P(0< X <12)

Indicacion

Calcular CDF.T(1.2,6)-CDF.T(0,6).

Indicacién
Se podria calcular todos la valores a la vez definiendo la variable X, introduciendo todos los valores que
necesitamos, en nuestro caso 0 y 1,2 y creando la variable probabilidad utilizando para ello la funcién CDF.T.

5. Dada la v.a.c. con distribucién Chi-cuadrado X ~ x(5) se pide calcular los valores zy que cumplan lo
siguiente:

a) P(X <zp)=0,90

Indicacién
Calcular IDF.CHISQ(0.90,5).
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b) P(X < x0) = 0,99

Indicacién
Calcular IDF.CHISQ(0.99,5).

¢) P(X > x¢) = 0,025

Indicacién
Calcular IDF.CHISQ(1-0.025,5).

Indicacién

Se podria calcular todos la valores a la vez definiendo la variable X, introduciendo todos los valores que
necesitamos, en nuestro caso 0,90, 0,99 y 1 — 0,025 y creando la variable invprobacumu utilizando para ello la
funcién IDF.CHISQ.

6. Un autobus pasa por una parada cada 15 minutos. Si una persona llega a la parada en un momento
cualquiera:

a) Calcular la probabilidad de que tenga que esperar més de diez minutos al autobus.

Indicacién
El tiempo de espera sigue una distribucién Uniforme continua de pardmetros 0 y 15, es decir, X ~ U(0, 15),
y la probabilidad de que tenga que esperar més de 10 minutos vendra dada por 1-CDF.UNIFORM(10,0,15).

b) Calcular la probabilidad de que tenga que esperar entre 7 y 10 minutos

Indicacién
La probabilidad de que tenga que esperar entre 7 y 10 minutos vendrd dada por CDF.UNIFORM(10,0,15)-
CDF.UNIFORM(7,0,15).

7. Se sabe que en una poblacién la estatura de sus habitantes varones de entre 20 y 40 anos sigue una
distribucién aproximadamente Normal de media 176 cm. y desviacién tipica 5 cm.

a) Si se elige aleatoriamente un varén de entre 20 y 40 anos, jcuél es la probabilidad de que mida
menos de 165 cm.?

Indicacién
La estatura sigue una distribucién Normal de media 176 cm. y desviacién tipica 5 cm., es decir, X ~ N(176, 5),
y la probabilidad de que mida menos de 165 cm. vendra dada por CDF.NORMAL (165,176,5).

b) Cudl serd la estatura por encima de la cual estard el 10 % de los varones?
Indicacion

Si por encima de la estatura buscada estd el 10 % de los varones, por debajo de dicha estatura estard el 90 %,
por lo que para calcular dicho valor habria que hacer IDF.NORMAL(1-0.10,176,5).

3 Ejercicios propuestos

1. Hallar las siguientes probabilidades:

) P(—24<Z<—1,2)si Z es N(0,1)
b) P(|Z] > 1,2) si Z es N(0,1)

c) P(1,3< X <33)si X es N(2,1)
d) P(IX — 3| >2) si X es N(3,4)

2. Entre los diabéticos, el nivel de glucosa en la sangre en ayunas X, puede suponerse de distribucién
aproximadamente normal, con media 106mg/100ml y desviacién tipica 8mg/100ml.

a) Hallar P(X < 120mg/100ml)
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b) ;Qué porcentaje de diabéticos tendrd niveles entre 90 y 120mg/100ml?
¢) Encontrar un valor que tenga la propiedad de que el 25% de los diabéticos tenga un nivel de
glucosa por debajo de dicho valor.

3. Se sabe que el nivel de colesterol en varones de mas de 30 anos sigue una distribucién normal, de
media 220 y desviacion tipica 30. Realizado un estudio sobre 20000 varones mayores de 30 anos,

a) {Cudntos se espera que tengan su nivel de colesterol entre 210 y 2407
b) ;Cuéntos se espera que tengan su nivel de colesterol por encima de 2507

¢) ;Cuél serd el nivel de colesterol, por encima del cual se espera que esté el 20 % de la poblacién?
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Prictica de Estadistica con SPSS 8

Intervalos de Confianza

para Medias y Proporciones

1 Fundamentos tedricos

1.1 Inferencia estadistica y estimacién de parametros

El objetivo de un estudio estadistico es doble: describir la muestra elegida de una poblacién en la
que se quiere estudiar alguna caracteristica, y realizar inferencias, es decir, sacar conclusiones sobre la
poblacion de la que se ha extraido dicha muestra.

La metodologia que conduce a obtener conclusiones sobre la poblacién, basadas en la informacién
contenida en la muestra, constituye la Inferencia Estadistica.

Puesto que la muestra contiene menos informacién que la poblacién, las conclusiones sobre la po-
blacién seran aproximadas. Por eso, uno de los objetivos de la inferencia estadistica es determinar la
probabilidad de que una conclusién obtenida a partir del andlisis de una muestra sea cierta, y para ello
se apoya en la teoria de la probabilidad.

Cuando se desea conocer el valor de alguno de los parametros de la poblacién, el procedimiento a
utilizar es la Fstimacion de Pardmetros, que a su vez se divide en Fstimacion Puntual, cuando se da un
tnico valor como estimacion del pardmetro poblacional considerado, y Estimacion por Intervalos, cuando
interesa conocer no sélo un valor aproximado del pardmetro sino también la precision de la estimacion. En
este ultimo caso el resultado es un intervalo, dentro del cual estard, con una cierta confianza, el verdadero
valor del pardmetro poblacional. A este intervalo se le denomina intervalo de confianza. A diferencia de
la estimacién puntual, en la que se utiliza un tnico estimador, en la estimacién por intervalo se emplean
dos estimadores, uno para cada extremo del intervalo.

1.2 Intervalos de confianza

Dados dos estadisticos muestrales Ly y Lo, se dice que el intervalo I = (L1, Lo) es un Intervalo de
Confianza para un pardmetro poblacional 6, con nivel de confianza 1 — a (o nivel de significacion o), si
la probabilidad de que los estadisticos que determinan los limites del intervalo tomen valores tales que 6
esté comprendido entre ellos, es igual a 1 — «, es decir,

P(li<0<Ly)=1-«

Los extremos del intervalo son variables aleatorias cuyos valores dependen de la muestra considerada.
Es decir, los extremos inferior y superior del intervalo serfan Ly (X1, ..., Xp) v L2 (X1, ..., X;,) respectiva-
mente, aunque habitualmente escribiremos Ly y Lo para simplificar la notacién. Designaremos mediante
l1 y ls los valores que toman dichas variables para una muestra determinada (1, ..., z,) .

Cuando en la definicién se dice que la probabilidad de que el pardmetro 6 esté en el intervalo (Lq, Lo)
es 1 — a, quiere decir que en el 100 (1 — a) % de las posibles muestras, el valor de 6 estarfa en los
correspondientes intervalos (I1, la).

Una vez que se tiene una muestra, y a partir de ella se determina el intervalo correspondiente (11, l2),
no tendria sentido hablar de la probabilidad de que el pardmetro 6 esté en el intervalo (I1, l2), pues al ser
l1 y lo nimeros, el pardmetro 6, que también es un ntmero, aunque desconocido, estard o no estara en
dicho intervalo, y por ello hablamos de confianza en lugar de probabilidad.

Asi, cuando hablemos de un intervalo de confianza para el pardmetro 6 con nivel de confianza 1 — «,
entenderemos que antes de tomar una muestra, hay una probabilidad 1 — « de que el intervalo que se
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construya a partir de ella, contenga el valor del parametro 6. O, dicho de otro modo, si tomasemos todas
las posibles muestras del mismo tamafio y calculdsemos sus respectivos intervalos, el 100(1 — ) % de
estos contendrian el verdadero valor del pardmetro a estimar (ver figura 8.1).

Intervalo de confianza

| | | | | |
0 20 40 60 80 100

N° de muestra

Figura 8.1 — Intervalos de confianza del 95 % para la media de 100 muestras tomadas de una poblacién
normal N (0, 1). Como se puede apreciar, de los 100 intervalos, sélo 5 no contienen el valor de la media
real ;= 0.

Cuando se realiza la estimacién de un pardametro mediante un intervalo de confianza, el nivel de
confianza se suele fijar a niveles altos (los mds habituales son 0,90, 0,95 6 0,99), para tener una alta
confianza de que el pardmetro estda dentro del intervalo. Por otro lado, también interesa que la amplitud
del intervalo sea pequenia para delimitar con precisién el valor del pardmetro poblacional (esta amplitud
del intervalo se conoce como imprecision de la estimacién). Pero a partir de una muestra, cuanto mayor
sea el nivel de confianza deseado, mayor amplitud tendrd el intervalo y mayor imprecision la estimacién, y
si se impone que la estimacién sea més precisa (menor imprecisién), el nivel de confianza correspondiente
serd mas pequeno. Por consiguiente, hay que llegar a una solucién de compromiso entre el nivel de
confianza y la precisién de la estimacion. No obstante, si con la muestra disponible no es posible obtener un
intervalo de amplitud suficientemente pequena (imprecisién pequena) con un nivel de confianza aceptable,
hay que emplear una muestra de mayor tamano. Al aumentar el tamano muestral se consiguen intervalos
de menor amplitud sin disminuir el nivel de confianza, o niveles de confianza mas altos manteniendo la
amplitud.

Intervalos de confianza para la media

Apoyédndose en conclusiones extraidas del Teorema Central del Limite se obtiene que, siempre que las
muestras sean grandes (como criterio habitual se considera que son grandes cuando el tamano muestral,
n, sea mayor o igual que 30), e independientemente de la distribucién original de la variable de partida
X, de media p y desviacién tipica o, la variable

>

—p

NG

sigue una distribucién Normal tipificada, N(0,1).

Z
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Si la desviacion tipica o de la variable de partida es desconocida, se utiliza como estimacién la
cuasidesviacion tipica muestral:

Y (X - X)*

n—1

U
I

y con ello, la nueva variable
g
S/vn
sigue una distribucién ¢ de Student con n — 1 grados de libertad, T'(n — 1).

Para muestras pequefias (n < 30) también pueden aplicarse los resultados anteriores, siempre y
cuando la variable aleatoria de partida X, siga una distribucién Normal.

A partir de lo anterior y teniendo en cuenta los tres factores de clasificacién expuestos: si la poblacién
de partida en la que obtenemos la muestra sigue o no una distribucién Normal, si la varianza de dicha
poblacién es conocida o desconocida, y si la muestra es grande (n > 30) o no, pueden deducirse las
siguientes expresiones correspondientes a los diferentes intervalos de confianza.

Intervalo de confianza para la media de una poblacién normal con varianza conocida en
muestras de cualquier tamano

_ g _ g
oo o )

En la figura 8.2 aparece un esquema explicativo de la construccién de este intervalo.

Distribucién de la media muestral (muestras grandes) z = N(u,0/n)

Densidad de probabilidad f(x)

Plpu—=z L<i‘<4+z 7z =1—-a«a
/ Q/Q\/ﬁ_ >/ Q/Q\/ﬁ

Figura 8.2 — Caélculo del intervalo de confianza para la media de una poblacién normal con varianza
conocida, a partir de las distribucién de la media muestral X ~ N(u,o/y/n) para muestras de cualquier
tamano.

71



UNIVERSIDAD SAN PaBrLo CEU Departamento de Métodos Cuantitativos

Intervalo de confianza para la media de una poblacién normal con varianza desconocida en
muestras de cualquier tamano

_ n—1 8 — n—1 5
(- e mei )

Si las muestras son grandes (n > 30) el anterior intervalo puede aproximarse mediante:

S ]
(2o G w20 )

Intervalo de confianza para la media de una poblacién no normal, varianza conocida y
muestras grandes (n > 30)

_ g _ g
"

Intervalo de confianza para la media de una poblacion no normal, varianza desconocida y
muestras grandes (n > 30)

— tnfl § — tnfl s
T lape e Tt tap T

Al tratarse de muestras grandes, el anterior intervalo puede aproximarse por:

_ 5 _ H
(/ﬁ “Mﬁ)

Si la poblacién de partida no es normal, y las muestras son pequenas, no puede aplicarse el Teorema
Central del Limite y no se obtienen intervalos de confianza para la media.
Para cualquiera de los anteriores intervalos:

— n es el tamano de la muestra.

— T es la media muestral.

o es la desviacion tipica de la poblacién.

¥ (@ ~7)"

— 5 es la cuasidesviacién tipica muestral: §2 = 1
n —

~ Zqy2 es el valor que deja a su derecha una probabilidad «//2 en una distribucién Normal tipificada.

- tz721 es el valor que deja a su derecha una probabilidad /2 en una distribucién ¢ de Student con
n — 1 grados de libertad.

Intervalos de confianza para la proporcion poblacional p

Para muestras grandes (n > 30 ) y valores de p (probabilidad de “éxito”) cercanos a 0,5, la distribucién
Binomial puede aproximarse mediante una Normal de media np y desviacién tipica y/np(l — p). En la
prictica, para que sea valida dicha aproximacién, se toma el criterio de que tanto np como n(1—p) deben
ser mayores que 5. Esto hace que también podamos construir intervalos de confianza para proporciones
tomando éstas como medias de variables dicotomicas en las que la presencia o ausencia de la caracteristica
objeto de estudio (“éxito” 6 “fracaso”) se expresan mediante un 1 6 un 0 respectivamente.

De este modo, en muestras grandes y con distribuciones binomiales no excesivamente asimétricas
(tanto np como n(1l — p) deben ser mayores que 5), si denominamos p a la proporcién de individuos
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que presentan el atributo estudiado en la muestra concreta, entonces el intervalo de confianza para la
proporcién con un nivel de significacion « viene dado por:

R T =
<p_za/2_ /P ( p)’p+za/2. D ( p))
n n

— n es el tamano muestral.

donde:

— p a la proporcién de individuos que presentan el atributo estudiado en la muestra concreta.
~ Zq2 es el valor que deja a su derecha una probabilidad «//2 en una distribucién Normal tipificada.

En muestras pequenias o procedentes de una Binomial fuertemente asimétrica (np < 5 én(l—p) < 5)
no puede aplicarse el Teorema Central del Limite y la construccién de intervalos de confianza debe
realizarse a partir de la distribucién Binomial.
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2 Ejercicios resueltos

1. Se analiza la concentracién de principio activo en una muestra de 10 envases tomados de un lote de
un farmaco, obteniendo los siguientes resultados en mg/mm?®:

17,6 — 19,2 — 21,3 — 15,1 — 17,6 — 18,9 — 16,2 — 18,3 — 19,0 — 16,4

Se pide:

a) Crear la variable concentracion, e introducir los datos de la muestra.

b) Calcular el intervalo de confianza para la media de la concentracién del lote con nivel de confianza
del 95 % (nivel de significacién o = 0,05).

Indicacién
1) Seleccionar el menui Analizar—Estadisticos descriptivos—Explorar.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable concentracion en el campo Lista de
dependientes y hacer click en el botén Estadisticos.

3) En el cuadro de didlogo que aparece habilitar la opcién Descriptivos, introducir el nivel de confianza
deseado en el cuadro Intervalo de confianza para la media, y hacer click en el botén Continuar y
Aceptar.

¢) Calcular los intervalos de confianza para la media con niveles del 90% y del 99 % (niveles de
significacién o = 0,1 y « = 0,01).

Indicacién
Repetir los mismos pasos del apartado anterior, cambiando el nivel de confianza para cada intervalo.

d) Si definimos la precisién del intervalo como la inversa de su amplitud, jcémo afecta a la precisién
del intervalo de confianza el tomar niveles de significaciéon cada vez més altos? ;Cudl puede ser
la explicacién?

e) Si, para que sea efectivo, el farmaco debe tener una concentracién minima de 16 mg/mm? de
principio activo, ;se puede aceptar el lote como bueno? Justificar la respuesta.

2. Una central de productos lacteos recibe diariamente la leche de dos granjas X e Y. Para analizar la
calidad de la leche, durante una temporada, se controla el contenido de materia grasa de la leche que
proviene de ambas granjas, con los siguientes resultados:

X Y
0,34 0,34 ] 0,28 0,29
0,32 0,350,230 0,32
0,33 0,33 032 0,31
0,32 032029 0,29
0,33 0,30 | 0,31 0,32
0,31 0,32 1029 0,31
0,33 0,32
0,32 0,33

a) Crear las variables grasa y granja, e introducir los datos de la muestra.

b) Calcular el intervalo de confianza con un 95 % de confianza para el contenido medio de materia
grasa de la leche sin tener en cuenta si la misma procede de una u otra granja.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Analizar—Estadisticos descriptivos—Explorar.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable grasa en el campo Lista de dependientes y
hacer click en el botén Estadisticos.

3) En el cuadro de didlogo que aparece habilitar la opcién Descriptivos, introducir el nivel de confianza
deseado en el cuadro Intervalo de confianza para la media, y hacer click en el botén Continuar y
Aceptar.
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¢) Calcular los intervalos de confianza con un 95 % de confianza para el contenido medio de materia
grasa de la leche dividiendo los datos segin la granja de procedencia de la leche.
Indicacién
1) Seleccionar el ment Analizar—Estadisticos descriptivos—Explorar.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable grasa en el campo Lista de dependientes,
seleccionar la variable granja en el campo Lista de factores y hacer click en el botén Estadisticos.

3) En el cuadro de didlogo que aparece habilitar la opcién Descriptivos, introducir el nivel de confianza
deseado en el cuadro Intervalo de confianza para la media, y hacer click en el botén Continuar y
Aceptar.

d) A la vista de los intervalos obtenidos en el punto anterior, {se puede concluir que existen dife-
rencias significativas en el contenido medio de grasa segin la procedencia de la leche? Justificar
la respuesta.

3. En una encuesta realizada en una facultad, sobre si los alumnos utilizan habitualmente (al menos una
vez a la semana) la biblioteca de la misma, se han obtenido los siguientes resultados, en los que se ha
anotado 1 si la respuesta ha sido positiva y 0 si ha sido negativa:

Alumno |1 |2 |34 (5|6 |7 (89|10 |11 12| 13|14 |15 |16 | 17| 18
Respuesta (O |1 |0|O0O}|O}1|Of21|1| 1|10 1]0O0|1/[0]O0]O0

Alumno |19 |20 |21 |22 (23|24 |25 |26 |27 |28 (29|30 |31 ]|32]|33]| 34
Respuesta | 1 1 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0

a) Crear la variable respuesta e introducir los datos de la muestra.
b) Calcular el intervalo de confianza con a = 0,01 para la media de la variable respuesta.
Indicacién
1) Seleccionar el menud Analizar—Estadisticos descriptivos—Explorar.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable respuesta en el campo Lista de dependientes
y hacer click en el botén Estadisticos.

3) En el cuadro de didlogo que aparece habilitar la opcién Descriptivos, introducir el nivel de confianza
deseado en el cuadro Intervalo de confianza para la media, y hacer click en el botén Continuar y
Aceptar.

¢) ;Qué interpretacién tiene dicho intervalo en términos de proporcién de alumnos que habitual-
mente utilizan la biblioteca?

4. El Ministerio de Sanidad estd interesado en la elaboracién de un intervalo de confianza para la pro-
porcién de personas mayores de 65 anos con problemas respiratorios que han sido vacunadas en una
determinada ciudad. Para ello, después de preguntar a 200 pacientes mayores de 65 anos con problemas
respiratorios en los hospitales de dicha ciudad, 154 responden afirmativamente.

a) Crear la variable respuesta cuyos dos tnicos valores serdn 0 para las respuestas negativas, y 1
para las positivas, y una segunda variable que podemos denominar frecuencia cuyos valores son
las frecuencias absolutas de cada una de las respuestas (46 para la respuesta 0 y 154 para la
respuesta 1).

b) Ponderar los valores de la variable respuesta mediante los pesos introducidos en la variable fre-
cuencia.

Indicacién
1) Seleccionar el meni Datos—Ponderar casos.

2) En el cuadro de didlogo que aparece activar la opcién Ponderar casos mediante, seleccionar la variable
frecuencia y hacer click en el botén Aceptar.

¢) Calcular el intervalo de confianza al 95 % para la proporcién de pacientes vacunados.

I0)



UNIVERSIDAD SAN PaBrLo CEU Departamento de Métodos Cuantitativos

Indicacién
1) Seleccionar el ment Analizar—Estadisticos descriptivos—Explorar.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable respuesta en el campo Lista de dependientes
y hacer click en el botén Estadisticos.

3) En el cuadro de didlogo que aparece habilitar la opcién Descriptivos, introducir el nivel de confianza
deseado en el cuadro Intervalo de confianza para la media, y hacer click en el botén Continuar y
Aceptar.

d) Si entre los objetivos del Ministerio se encontraba alcanzar una proporcién del al menos un 70 %
de vacunados en dicho colectivo, jse puede concluir que se han cumplido los objetivos? Justificar
la respuesta.

3 Ejercicios propuestos

1. Para determinar el nivel medio de colesterol en la sangre de una poblacién, se realizaron analisis sobre
una muestra de 8 personas, obteniéndose los siguientes resultados:

196 — 212 — 188 — 206 — 203 — 210 — 201 — 198

Hallar los intervalos de confianza para la media del nivel de colesterol con niveles de significacién 0,1,
0,05 y 0,01.

2. Utilizar el fichero Hipertensos Datos Claves para estimar mediante un intervalo de confianza del 95 %
la presién diastélica inicial media en todos los individuos. Calcular también los intervalos del 95 % de
confianza correspondientes a los grupos tratados con placebo, IECA y Ca Antagonista + Diurético.
;Existen diferencias significativas en la presién diastélica incial media de esos grupos?

3. Para tratar un determinado sindrome neurolégico se utilizan dos técnicas A y B. En un estudio se
tomé una muestra de 60 pacientes con dicho sindrome y se le aplicé la técnica A a 25 de ellos y la
técnica B a los 35 restantes. De los pacientes tratados con la técnica A, 18 se curaron, mientras que
de los tratados con la técnica B, se curaron 21. Calcular un intervalo de confianza del 95 % para la
proporcién de curaciones con cada técnica.

4. A las siguientes elecciones locales en una ciudad se presentan tres partidos: A, B y C. Con el objetivo
de hacer una estimacién sobre la proporciéon de voto que cada uno de ellos obtendrd, se realiza una
encuesta a la que responden 300 personas, de las cuales 60 piensan votar a A, 80 a B, 90 a C, 15
en blanco y 55 abstenciones. Calcular un intervalo de confianza para la proporcién de votos, sobre el
total del censo, de cada uno de los partidos que se presentan.
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Intervalos de Confianza para

Comparacion de Poblaciones

1 Fundamentos tedricos

1.1 Inferencia estadistica y estimacién de parametros

El objetivo de un estudio estadistico es doble: describir la muestra elegida de una poblacién en la
que se quiere estudiar alguna caracteristica, y realizar inferencias, es decir, sacar conclusiones sobre la
poblacion de la que se ha extraido dicha muestra.

La metodologia que conduce a obtener conclusiones sobre la poblacién, basadas en la informacién
contenida en la muestra, constituye la Inferencia Estadistica.

Puesto que la muestra contiene menos informacién que la poblacién, las conclusiones sobre la po-
blacién seran aproximadas. Por eso, uno de los objetivos de la inferencia estadistica es determinar la
probabilidad de que una conclusién obtenida a partir del andlisis de una muestra sea cierta, y para ello
se apoya en la teoria de la probabilidad.

Cuando se desea conocer el valor de alguno de los parametros de la poblacién, el procedimiento a
utilizar es la Fstimacion de Pardmetros, que a su vez se divide en Fstimacion Puntual, cuando se da un
tnico valor como estimacion del pardmetro poblacional considerado, y Estimacion por Intervalos, cuando
interesa conocer no sélo un valor aproximado del pardmetro sino también la precision de la estimacion. En
este ultimo caso el resultado es un intervalo, dentro del cual estard, con una cierta confianza, el verdadero
valor del pardmetro poblacional. A este intervalo se le denomina intervalo de confianza. A diferencia de la
estimacién puntual, en la que se utiliza un tinico estimador, en la estimacién por intervalo emplearemos
dos estimadores, uno para cada extremo del intervalo.

1.2 Intervalos de confianza

Dados dos estadisticos muestrales Ly y Lo, se dice que el intervalo I = (L1, Ls) es un Intervalo de
Confianza para un pardmetro poblacional 6, con nivel de confianza 1 — « (o nivel de significacion ), si
la probabilidad de que los estadisticos que determinan los limites del intervalo tomen valores tales que 6
esté comprendido entre ellos, es igual a 1 — «, es decir,

P(L1<0<L2):1—a

Los extremos del intervalo son variables aleatorias cuyos valores dependen de la muestra considerada.
Es decir, los extremos inferior y superior del intervalo serfan Ly (X1, ..., Xp) v L2 (X1, ..., X;,) respectiva-
mente, aunque habitualmente escribiremos L; y Lo para simplificar la notacién. Designaremos mediante
l1 y ls los valores que toman dichas variables para una muestra determinada (1, ..., z,) .

Cuando en la definicién se dice que la probabilidad de que el pardmetro 6 esté en el intervalo (L1, L)
es 1 — a, quiere decir que en el 100 (1 — a) % de las posibles muestras, el valor de 6 estarfa en los
correspondientes intervalos (I1, la).

Una vez que se tiene una muestra, y a partir de ella se determina el intervalo correspondiente (I, I3),
no tendria sentido hablar de la probabilidad de que el pardmetro 6 esté en el intervalo (I1, l2), pues al ser
l1 y ls nimeros, el pardmetro 6, que también es un nimero, aunque desconocido, estard o no estara en
dicho intervalo, y por ello hablamos de confianza en lugar de probabilidad.

Asi, cuando hablemos de un intervalo de confianza para el pardametro 6 con nivel de confianza 1 — «,
entenderemos que antes de tomar una muestra, hay una probabilidad 1 — a de que el intervalo que se
construya a partir de ella, contenga el valor del parametro 6.
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Cuando se realiza la estimacién de un pardametro mediante un intervalo de confianza, el nivel de
confianza se suele fijar a niveles altos (los mds habituales son 0,90, 0,95 6 0,99), para tener una alta
confianza de que el pardmetro estda dentro del intervalo. Por otro lado, también interesa que la amplitud
del intervalo sea pequeiia para delimitar con precisién el valor del pardmetro poblacional (esta amplitud
del intervalo se conoce como imprecision de la estimacién). Pero a partir de una muestra, cuanto mayor
sea el nivel de confianza deseado, mayor amplitud tendrd el intervalo y mayor imprecision la estimacién, y
si se impone que la estimacién sea més precisa (menor imprecisién), el nivel de confianza correspondiente
serd mas pequeno. Por consiguiente, hay que llegar a una solucién de compromiso entre el nivel de
confianza y la precisién de la estimacion. No obstante, si con la muestra disponible no es posible obtener un
intervalo de amplitud suficientemente pequena (imprecisién pequeiia) con un nivel de confianza aceptable,
hay que emplear una muestra de mayor tamano. Al aumentar el tamano muestral se consiguen intervalos
de menor amplitud sin disminuir el nivel de confianza, o niveles de confianza mas altos manteniendo la
amplitud.

Intervalos de confianza para la diferencia de medias

De igual manera a como ocurria con los intervalos de confianza para la media de una variable,
apoyandose en conclusiones extraidas del Teorema Central del Limite se puede demostrar que, en mues-
tras grandes (ny > 30y ny > 30), procedentes de poblaciones de dos variables X; y X5, con distribuciones
no necesariamente Normales, de medias 111 y po y desviaciones tipicas o1 y o9 respectivamente, la variable

(71 - Yz) — (p1 — p2)

2 2
o g
1 2
— 4 =
ny Up)

sigue una distribucién Normal tipificada, N(0, 1).
De igual manera, si las varianzas de las variables son desconocidas, utilizando como estimadores
muestrales sus correspondientes cuasivarianzas S} y S5, donde

&2 _ > (X —Y1)2 &2 > (Xo, —YQ)Q
! ’I’Ll—l Y 2 n2—1

entonces la variable -
(X1 —X2) — (11 — p2)

sigue una distribucién t de Student, en la que el nimero de grados de libertad dependera de si las
varianzas, aun siendo desconocidas, pueden considerarse iguales o no.

Para muestras pequenas (n; < 30 6 ny < 30), las distribuciones anteriores son también aplicables
siempre que las variables de partida sigan distribuciones Normales.

A partir de todo ello y teniendo en cuenta los tres factores de clasificacién comentados: si las pobla-
ciones de partida en las que obtenemos las muestras siguen o no distribuciones Normales, si las varianzas
de dichas poblaciones son conocidas o desconocidas, y si la muestras son grandes o no, obtenemos las
siguientes expresiones correspondientes a los diferentes intervalos de confianza.

Intervalo de confianza para la diferencia de dos medias en poblaciones normales, con va-
rianzas poblacionales conocidas, independientemente del tamano de la muestra

2 2 2 2
_ _ oy, 03 _  _ o1 | 03
Ty —Tg— 2aj2 -\ =+ ==, T1 = T2+ 2ap2 || — + —

ni UP) ni N2

En la figura 9.1 aparece un esquema explicativo de la construccién de este intervalo.
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2
91 92 )

Distribucién de la diferencia de medias muestrales j — o ~ N (g — 1o,/ 35 + 32

Densidad de probabilidad f(x)

/2 -« a/

o -

T T T
—Za/2 H1 — 2 Za/2

2 2 2 2

o a. _ _ o a.
P(Ml—llz—za/Q '*1+*2§171—1L'2§H1—ﬂ2+2a/2 1+2> =1l-a

ny N9 ny no

Figura 9.1 — Célculo del intervalo de confianza para la diferencia de medias en poblaciones normales
con varianzas conocidas a partir de la distribucion de la diferencia de medias muestrales X7 — X ~

0'2 0'2
N(pa = p2, 0/ 2+ 32)-

Intervalo de confianza para la diferencia de dos medias en poblaciones normales, con va-
rianzas poblacionales desconocidas, independientemente del tamano de la muestra

Si aun siendo desconocidas, las varianzas pueden considerarse iguales, el intervalo es:

1 1
=, A 4mitne—2 2 — - = = ni+no—2
Ty — T2 —t, ) sy (nl + ) Ty — T2+,

donde sf, es una cuasivarianza ponderada:

2 (m-1D-8+m—1)-5
p n1+no—2

Si las varianzas, desconocidas, no pueden considerarse iguales, el intervalo es:

= = v
1'17172775(1/2'

(),
nq + N9

ny+1 ng+1

Si los tamafios muestrales son grandes (n; > 30 y ng > 30) las t2/2 y tg};nrz pueden sustituirse

POr 24 /2.
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Intervalo de confianza para la diferencia de dos medias en poblaciones no normales, y
muestras grandes (n; > 30 y ne > 30)

En este caso, como ya sucedia con la media muestral, los intervalos para la diferencia de medias son
los mismos que sus correspondientes en poblaciones normales y, de nuevo, habria que distinguir si las
varianzas son conocidas o desconocidas (iguales o diferentes), lo cual se traduce en que sus correspon-
dientes férmulas son las mismas que las dadas en los parrafos anteriores. No obstante, por tratarse de

muestras grandes, también es vélida la aproximacién de ¢ /2y tg;;”z_Q por z,/2, y habitualmente tan

sélo se distingue entre varianzas conocidas y desconocidas.
Para varianzas conocidas:

2 2 2 2
- = oy | 9 1, 92
T1 —T2—2q/2 )/ — +—, T1 — T2+ 22\ — +—
ny N2 ny n2

Y para varianzas desconocidas:

8 &8
—+ ==, T1 = T2+ Za/2"

T1— T2 — Za)2 -
ni1 no

Si las poblaciones de partida no son normales y las muestras son pequenas, no puede aplicarse el
Teorema Central de Limite y no se obtienen intervalos de confianza para la diferencia de medias.
Para cualquiera de los anteriores intervalos:

— n1 y ng son los tamanos muestrales.
— T1 y T2 son las medias muestrales.

— 01y 09 son las desviaciones tipicas poblacionales.

> (z1 — 71)°

, y andlogamente 83.
ny — 1

— §1 y S2 son las cuasidesviaciones tipicas muestrales: §% =

— 2qy2 ©s el valor que deja a su derecha una probabilidad « /2 en una distribucién Normal tipificada.
— tmim2=1 o5 o] valor que deja a su derecha una probabilidad «/2 en una distribucién ¢ de Student

a/2
con ny + ngy — 1 grados de libertad.

— t¥ 4 es el valor que deja a su derecha una probabilidad «//2 en una distribucién ¢ de Student con
v grados de libertad.

Intervalos de confianza para la media de la diferencia en datos emparejados

En muchas ocasiones hay que estudiar una caracteristica en una poblacién en dos momentos distintos,
para estudiar cémo evoluciona con el tiempo, o para analizar la incidencia de algin hecho ocurrido entre
dichos momentos.

En estos casos se toma una muestra aleatoria de la poblacién y en cada individuo de la misma se
observa la caracteristica objeto de estudio en los dos momentos citados. Asi se tienen dos conjuntos de
datos que no son independientes, pues los datos estan emparejados para cada individuo. Por consiguiente,
no se pueden aplicar los procedimientos vistos anteriormente, ya que se basan en la independencia de las
muestras.

El problema se resuelve tomando para cada individuo la diferencia entre ambas observaciones. Asi, la
construccién del intervalo de confianza para la diferencia de medias, se reduce a calcular el intervalo de
confianza para la media de la variable diferencia. Ademas, si cada conjunto de observaciones sigue una
distribucién Normal, su diferencia también seguird una distribuciéon Normal.
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Intervalos de confianza para la diferencia de dos proporciones poblacionales p; y po

Para muestras grandes (n; > 30 y ne > 30 ) y valores de p; y p2 (probabilidad de “éxito”) cercanos a
0,5, las correspondientes distribuciones Binomiales pueden aproximarse mediante distribuciones Normales
de medias respectivas nip; y nape, y desviaciones tipicas respectivas \/nlpl(l —-p1)y \/ngpg(l — pa).
En la préctica, para que sea vélida dicha aproximacién, se toma el criterio de que tanto ni1p; y nops como
n1(1—p1) y na(1—p2) deben ser mayores que 5. Lo anterior hace que también podamos construir intervalos
de confianza para la diferencia de proporciones tomando éstas como medias de variables dicotémicas en
las que la presencia o ausencia de la caracteristica objeto de estudio (“éxito” é “fracaso”) se expresan
mediante un 1 6 un 0 respectivamente.

De este modo, en muestras grandes y con distribuciones Binomiales no excesivamente asimétricas
(tanto my1p; v nops como ni(l — p1) y na(l — p2) deben ser mayores que 5), si denominamos p; y po
a la proporcién de individuos que presentan el atributo estudiado en la primera y segunda muestras
respectivamente, entonces el intervalo de confianza para la diferencia de proporciones con un nivel de
significacién « viene dado por:

~ p1-(1—p p2 - (1 —p: o~ p1 - (1 — p p2 - (1 —p:
(p1—'p2—2a/2'\/p1 ( P1)+P2 (1—-p2) 7 p1—p2+za/2‘\/pl ( P1)+P2 (1—p2) )
nq N9 ny n2

donde:
— n1 y no son los respectivos tamanos muestrales.

— p1 y P2 son las proporciones de individuos que presentan los atributos estudiados en sus respectivas
muestras.

— Zq/2 s el valor que deja a su derecha una probabilidad « /2 en una distribucién Normal tipificada.

En muestras pequenas o procedentes de unas distribuciones Binomiales fuertemente asimétricas
(n1p1 < 5, napa < 5, ni(1 —p1) < 56 na(l — p2) < 5) no puede aplicarse el Teorema Central del
Limite y la construccion de intervalos de confianza debe realizarse basandose en la distribuciéon Bino-
mial.

Intervalo de confianza para la razén de dos varianzas o7 y o7 de poblaciones normales

Como ya hemos visto en la seccion de los intervalos de confianza para la diferencia de dos medias en
poblaciones normales con varianzas desconocidas, los mismos dependen de si las varianzas, ain siendo
desconocidas, pueden considerarse iguales o no. Para dar respuesta a esta cuestién, previa al calculo del
intervalo para la diferencia de medias, se construye un intervalo para la razén (cociente) de varianzas de
ambas poblaciones. Para ello tenemos en cuenta que si partimos de dos variables X; y X5 que siguen
distribuciones normales con varianzas o? y o3 respectivamente, y tomamos muestras de tamafios nj y
ngy de las respectivas poblaciones se tiene que la variable

&2
51
2
03
&2
55

2
03

sigue una distribucién F' de Fisher de n; — 1 grados de libertad en el numerador y no — 1 grados de
libertad en el denominador. )
. . . L. . g
De lo anterior se deduce que el intervalo de confianza con nivel de significacion « para % es
01

(§% _F(nl—lmz—l) ﬁ _F(m—lmz—l))

2 1—a/2 PY) /2
51 / 1 /

Si dentro del intervalo de confianza obtenido estd el niimero 1 (el cociente de varianzas vale la unidad),
no habré, por tanto, evidencia estadistica suficiente, con un nivel de significaciéon «, para rechazar que
las varianzas sean iguales.
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2 Ejercicios resueltos

1. Para ver si una campana de publicidad sobre un farmaco ha influido en sus ventas, se tomé una
muestra de 8 farmacias y se midié el nimero de unidades de dicho farmaco vendidas durante un mes,
antes y después de la campana, obteniéndose los siguientes resultados:

Antes 147 | 163 | 121 | 205 | 132 | 190 | 176 | 147
Después || 150 | 171 | 132 | 208 | 141 | 184 | 182 | 145

a) Crear las variables antes y despues e introducir los datos de la muestra.

b) Obtener un resumen estadistico en el que aparezcan la media y la desviacién tipica de ambas
variables. A la vista de los resultados: json las medias diferentes?, jha aumentado la campana
el nivel de ventas?, jcrees que los resultados son estadisticamente significativos?

Indicacién
1) Seleccionar el ment Analizar—Estadisticos descriptivos—Frecuencias.
2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar las dos variables en el campo Variables y hacer click en
el botén Estadisticos.
3) En el cuadro de didlogo que aparece activar los estadisticos deseados y hacer click en el botén Continuar
y Aceptar.

¢) Obtener los intervalos de confianza para la media de la diferencia entre ambas variables con
niveles de significacion 0,05 y 0,01.
Indicacién

1) Seleccionar el mend Analizar—Comparar medias—Prueba T para muestras relacionadas.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar ambas variables en el campo Variables emparejadas y
hacer click en el botén Opciones.

3) En el cuadro de didlogo que aparece introducir el nivel de confianza deseado en el campo Porcentaje del
intervalo de confianza y hacer click en el botén Continuar y Aceptar.

d) Crear la variable diferencia, que se obtiene como antes-despues.

Indicacién
1) Seleccionar el menui Transformar—Calcular variable.

2) En el cuadro de didlogo que aparece introducir el nombre de la nueva variable diferencia en el campo
Variable de destino, en el campo Expresién numérica introducir antes-despues y hacer click en el
botén Aceptar.

e) Calcular el intervalo de confianza para la media de la variable diferencia con un nivel de signifi-
cacion del 0,05 y comparar el intervalo obtenido con el del apartado anterior.
Indicacién
1) Seleccionar el ment Analizar—Comparar medias—Prueba T para una muestra.
2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable diferencia en el campo Variables para
contrastar y hacer click en el botén Opciones.

3) En el cuadro de didlogo que aparece introducir el nivel de confianza deseado en el campo Porcentaje del
intervalo de confianza y hacer click en el botén Continuar y Aceptar.

/) ¢Existen pruebas suficientes para afirmar con un 95 % de confianza que la campaiia de publicidad
ha aumentado las ventas? ;Y si cambiamos los dos tltimos datos de la variable despues y ponemos
190 en lugar de 182 y 165 en lugar de 1457 Observar qué le ha sucedido al intervalo para la
diferencia de medias y darle una explicacién.

2. Una central de productos lacteos recibe diariamente la leche de dos granjas X e Y. Para analizar la
calidad de la leche, durante una temporada, se controla el contenido de materia grasa de la leche que
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proviene de ambas granjas, con los siguientes resultados:

X Y
0,34 0,34 ] 0,28 0,29
0,32 0,350,230 0,32
0,33 0,33 0,32 0,31
0,32 032029 0,29
0,33 0,30 | 0,31 0,32
0,31 0,32 1029 0,31
0,33 0,32
0,32 0,33

a) Crear las variables grasa y granja, e introducir los datos de la muestra.

b) Calcular el intervalo de confianza con un 95% de confianza para la diferencia en el contenido
medio de materia grasa de la leche procedente de ambas granjas.
Indicacién

1) Seleccionar el ment Analizar—Comparar medias—Prueba T para muestras independientes.

2) En el cuadro de dialogo que aparece seleccionar la variable grasa en el campo Variables para contrastar,
seleccionar la variable granja en el campo Variable de agrupacién y hacer click sobre el botén Definir
grupos.

3) En el cuadro de didlogo que aparece introducir en el campo Grupo 1 el valor de la variable granja corres-
pondiente a la granja X y en el campo Grupo 2 el correspondiente a la granja Y, y hacer click sobre el
botén Continuar.

4) En el cuadro de didlogo inicial hacer click sobre el botén Opciones.

5) En el cuadro de didlogo que aparece introducir el nivel de confianza deseado en el campo Porcentaje del
intervalo de confianza y hacer click en el botén Continuar y Aceptar.

¢) A la vista de los intervalos obtenidos en el punto anterior, jse puede concluir que existen dife-
rencias significativas en el contenido medio de grasa segin la procedencia de la leche?

d) De los dos intervalos de confianza que se obtienen, uno da como supuesta la igualdad de varianzas
y el otro no. En este ejemplo concreto, jseria metodolégicamente correcto considerar adecuado
el que supone igualdad de varianzas?

Indicacién
Entre los resultados aparece la prueba de Levene para contrastar la igualdad de varianzas. Se trata de un
contraste de hipdtesis cuyo resultado final es un p-valor, denominado Sig. por el programa, que aprenderemos

a interpretar en practicas sucesivas. Por ahora es suficiente tener en cuenta que cuando el p-valor es mayor que
el nivel de significacién elegido no podemos rechazar la hipétesis de igualdad de varianzas.

3. Un profesor universitario ha tenido dos grupos de clase a lo largo del ano: uno con horario de manana
y otro de tarde. En el de manana, sobre un total de 80 alumnos, han aprobado 55; y en el de tarde,
sobre un total de 90 alumnos, han aprobado 32.

a) Crear las variables: grupo, cuyos valores serdn 0 (manana) y 1 (tarde); aprobado, cuyos valores
seran 1 (aprobado) y 0 (suspenso); y frecuencia, cuyos valores serdn el nimero de aprobados y
suspensos en cada grupo.

b) Ponderar los valores de la variable aprobado mediante los pesos de la variable frecuencia.

Indicacién
1) Seleccionar el meni Datos—Ponderar casos.

2) En el cuadro de didlogo resultante activar la opcién Ponderar casos mediante, seleccionar la variable
frecuencia en el campo Variable de frecuencia y hacer click en el botén Aceptar.

¢) Calcular el intervalo para la diferencia de proporciones de alumnos aprobados en cada grupo.
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Indicacion
1) Seleccionar el ment Analizar—Comparar medias—Prueba T para muestras independientes.

2) Seleccionar la variable aprobado en el campo Varaibles para contrastar, la variable grupo en el campo
Variable de agrupacién y hacer click en el botén Definir grupos.

3) En el cuadro de didlogo que aparece introducir en el campo Grupo 1 el valor de la variable grupo corres-
pondiente al grupo de manana y en el campo Grupo 2 el correspondiente al grupo de tarde, y hacer click
sobre el botén Continuar.

4) En el cuadro de didlogo inicial hacer click sobre el botén Opciones.

5) En el cuadro de didlogo que aparece introducir el nivel de confianza deseado en el campo Porcentaje del
intervalo de confianza y hacer click en el botén Continuar y Aceptar.

d) Suponiendo que el resto de los factores (temario, complejidad de examen, nivel previo de co-
nocimientos, expediente académico previo de los alumnos,...) no han influido en el aprobado o
suspenso en la asignatura, ;se puede concluir que el factor horario ha sido determinante en la
proporcién de suspensos? Justificar la respuesta.

3 Ejercicios propuestos

1. Se ha realizado un estudio para investigar el efecto del ejercicio fisico en el nivel de colesterol en la
sangre. En el estudio participaron once personas, a las que se les midi6 el nivel de colesterol antes y
después de desarrollar un programa de ejercicios. Los resultados obtenidos fueron los siguientes:

Nivel Previo 182 | 232 | 191 | 200 | 148 | 249 | 276 | 213 | 241 | 280 | 262
Nivel Posterior | 198 | 210 | 194 | 220 | 138 | 220 | 219 | 161 | 210 | 213 | 226

a) Hallar el intervalo de confianza del 90 % para la diferencia del nivel medio de colesterol antes y
después del programa de ejercicios.

b) A la vista de dicho intervalo, jse concluye que el ejercicio fisico disminuye el nivel de colesterol
con una confianza del 90 %7

2. Dos quimicos A y B realizan respectivamente 14 y 16 determinaciones de la actividad radiactiva de
una muestra de material. Sus resultados en Curios fueron:

A B
263.36  254.68 | 286.53 254.54
248.64 276.32 | 284.55 286.30
243.64 256.42 | 272.52 282.90
272.68 261.10 | 283.85 253.75
287.33 268.41 | 252.01 245.26
287.26  282.65 | 275.08 266.08
250.97 284.27 | 267.53 252.05
253.82  269.81

a) Calcular el intervalo de confianza para la diferencia de las medias de actividad detectada por
cada uno de los quimicos con un 95 % de confianza.

b) ;Se puede decir que existen diferencias significativas en la media de actividad detectada por cada
quimico?

3. Utilizar el fichero Hipertensos Datos Claves para calcular el intervalo de confianza del 95 % para la com-
paracién de la presion sistélica media inicial y final, en cada uno de los tratamientos. ;Qué tratamiento
ha sido mas efectivo para reducir la presion?

4. En una encuesta realizada por la Junta de Comunidades de Castilla la Mancha, en los dos hospitales de
una ciudad, se pregunta a los pacientes hospitalizados cuando salen del hospital por si consideran que
el trato recibido ha sido correcto. En el primero de ellos se pregunta a 200 pacientes y 140 responden
que si, mientras que en el segundo, se pregunta a 300 pacientes y 160 responden que si.
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a) Calcular el intervalo de confianza para la diferencia de proporciones de pacientes satisfechos con
el trato recibido.

b) ;Hay pruebas significativas de que el trato recibido en un hospital es mejor que en el otro?
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Prictica de Estadistica con SPSS 10

Contraste de Hipdtesis

1 Fundamentos tedricos

1.1 Inferencia estadistica y contrastes de hipdtesis

Cualquier afirmacién o conjetura que determina, parcial o totalmente, la distribucién de una poblacién
se realiza mediante una Hipotesis Estadistica.

En general, nunca se sabe con absoluta certeza si una hipétesis es cierta o falsa, ya que, para ello
tendriamos que medir a todos los individuos de la poblacién. Las decisiones se toman sobre una base de
probabilidad y los procedimientos que conducen a la aceptacién o rechazo de la hipétesis forman la parte
de la Inferencia Estadistica que se denomina Contraste de Hipdtesis.

Una hipétesis se contrasta comparando sus predicciones con la realidad que se obtiene de las muestras:
si coinciden, dentro del margen de error probabilisticamente admisible, mantendremos la hipétesis; en
caso contrario, la rechazamos y buscaremos nuevas hipdtesis capaces de explicar los datos observados.

1.2 Tipos de contrastes de hipdtesis

Los contrastes de hipdtesis se clasifican como:
= Contrastes Paramétricos. Que a su vez son de dos tipos segun que:

e Se contraste un valor concreto o intervalo para los parametros de la distribuciéon de una
variable aleatoria. Por ejemplo: podemos contrastar la hipdtesis de que la media del nivel de
colesterol en sangre en una poblacién es de 180 mg/dl.

e Se comparen los pardmetros de las distribuciones de dos o més variables. Por ejemplo: podemos
contrastar la hipdtesis de que la media del nivel de colesterol en sangre es mas baja en las
personas que ingieren por debajo de una cierta cantidad de grasas en su dieta.

= Contrastes No Paramétricos. En los que se contrastan las hipdtesis que se imponen como punto de
partida en los contrastes paramétricos, y que reciben el nombre de Hipotesis Estructurales. Entre
ellas, el modelo de distribucién de los datos y la independencia de los mismos. Por ejemplo: en
muchos de los contrastes paramétricos se exige como hipdtesis de partida que los datos muestrales
provengan de una poblacién normal, pero precisamente éste seria el primer contraste al que habria
que dar respuesta, puesto que si los datos no provienen de una poblacion normal, las conclusiones
obtenidas gracias a los contrastes paramétricos derivados pueden ser completamente erréneas.

1.3 Elementos de un contraste

Hipoétesis nula e hipétesis alternativa

El primer punto en la realizacién de un contraste de hipétesis es la formulacién de la Hip6tesis Nula
y su correspondiente Hipdtesis Alternativa.

Llamaremos Hipdtesis Nula a la hipdtesis que se contrasta. Se suele representar como Hj y representa
la hipdtesis que mantendremos a no ser que los datos observados en la muestra indiquen su falsedad, en
términos probabilisticos.
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El rechazo de la hipdtesis nula lleva consigo la aceptacion implicita de la Hipdtesis Alternativa, que
se suele representar como H;. Para cada Hy tenemos dos H; diferentes segin que el contraste sea de tipo
Bilateral, si desconocemos la direccién en que H puede ser falsa, o Unilateral, si sabemos en qué direccién
Hy puede ser falsa. Y el Unilateral se clasifica como Con Cola a la Derecha, si en Hy sélo englobamos
valores mayores del pardmetro para el que planteamos el contraste que el que aparecen en Hy, y Con
Cola a la Izquierda, si en Hy sblo englobamos valores menores.

En la siguiente tabla se formulan tanto Hy como H; en contrastes paramétricos, para un parametro
cualquiera, que denominaremos 6, de una poblacién, y para la comparaciéon de dos parametros, 6, y 60,
de dos poblaciones.

H, H,
Bilateral en una poblacién 0 =106 0 # 6y

Unilateral en una poblacién 0=100 | 0>0y (Colaaladcha.) 66 < 6y (Cola a la Izda.)
Bilateral en dos poblaciones 01 = 05 01 # 0

Unilateral en dos poblaciones | 61 = 05 01> 05601 <05

Ejemplo Supongamos que, gracias a datos previos, conocemos que la media del nivel de colesterol en
sangre en una determinada poblacién es 180 mg/dl, y suponemos que la aplicacién de una cierta terapia
ha podido influir (ya sea para aumentar o para disminuir) en dicha media. Para formular Hy debemos
tener en cuenta que la hipdtesis nula siempre es conservadora, es decir, no cambiaremos nuestro modelo
si no hay evidencias probabilisticamente fuertes de que ha dejado de ser valido. Segun esto, la hipdtesis
nula serd que la media no ha cambiado:

Hy : p = 180.

Una vez fijada la hipotesis nula, para formular la hipétesis alternativa debemos tener en cuenta que se
trata de un contraste bilateral, ya que no conocemos, a priori, el sentido de la variacién de la media (si
serd mayor o menor de 180 mg/dl). Por tanto, la hipdtesis alternativa es que la media es distinta de 180
mg/dl:

Por otro lado, si presumimos que la aplicacién de la terapia ha servido para disminuir el nivel de
colesterol, estamos ante un contraste unilateral en el que la hipdtesis nula sigue siendo que la media no
ha cambiado, y la alternativa es que ha disminuido:

Hy : pp= 180,
H, u< 180.

Normalmente, el objetivo del investigador es rechazar la hipdtesis nula para probar la certeza de
la hipétesis alternativa, y esto sélo lo hard cuando haya pruebas suficientemente significativas de la
falsedad de Hy. Si los datos observados en la muestra no aportan estas pruebas, entonces se mantiene
la hipétesis nula, y en este sentido se dice que es la hipdtesis conservadora. Pero conviene aclarar que
aceptar la hipétesis nula no significa que sea cierta, sino que no tenemos informacién suficiente o evidencia
estadistica para rechazarla.

Errores en un contraste. Nivel de significacién y potencia

Como ya hemos comentado, la aceptacion o rechazo de Hy siempre se realiza en términos proba-
bilisticos, a partir de la informacion obtenida en la muestra. Esto supone que nunca tendremos absoluta
seguridad de conocer la certeza o falsedad de una hipdtesis, de modo que al aceptarla o rechazarla es
posible que nos equivoquemos.

Los errores que se pueden cometer en un contraste de hipdtesis son de dos tipos:

= Error de tipo I: se produce cuando rechazamos Hj siendo correcta.

= Error de tipo II: se produce cuando aceptamos Hy siendo falsa.

La probabilidad de cometer un error de tipo I se conoce como Nivel de Significacion del contraste y
se designa por
a = P(Rechazar Hy|Hy es cierta).
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Y la probabilidad de cometer un error de tipo II se designa por
B = P(Aceptar Ho|Hy es falsa).

Asi pues, al realizar un contraste de hipdtesis, pueden darse las cuatro situaciones que aparecen
esquematizadas en el cuadro 10.1.

Realidad
Decisién Hy cierta H falsa
Acentar I, Decisién correcta Error de Tipo IT
pbrat Ho (Probabilidad 1 — a) (Probabilidad 3)
Error de Tipo I Decision correcta
Rechazar Ho (Probabilidad «) (Probabilidad 1 — j)

Cuadro 10.1 — Tipos de errores en un contraste de hipotesis.

Puesto que lo interesante en un contraste es rechazar la hipdtesis nula, lo que mas interesa controlar
es el riesgo de equivocacion si se rechaza, es decir el error del tipo I. Por tanto, « se suele fijar a niveles
bajos, ya que cuanto mas pequeno sea, mayor seguridad tendremos al rechazar la hipdtesis nula. Los
niveles més habituales a los que se fija « son 0,1, 0,05 y 0,01.

Una vez controlado el error de tipo I, también es interesante controlar el error del tipo II. Ahora bien,
el valor de § se calcula partiendo de que la hipétesis nula es falsa, es decir 6 # 0y (o 61 # 05 en el caso
de dos poblaciones), pero esto engloba infinitas posibilidades, de manera que para poder calcularlo no
queda mas remedio que fijar H; dando un dnico valor al parametro. En este caso, se define la Potencia
del Contraste como la probabilidad de rechazar Hy cuando la hipétesis alternativa fijada es verdadera,
y vale 1 — 3. Resulta evidente que para un nivel de significacién dado, un contraste sera mejor cuanta
mas potencia tenga.

Como la potencia depende del valor del parametro fijado en la hipdtesis alternativa, se puede definir
una funcién para la potencia como

Potencia(z) = P(Rechazar Hylf = x),

que indica la probabilidad de rechazar Hy para cada valor del pardmetro . Esta funcién se conoce como
curva de potencia.

Por otro lado, 8 también depende de a ya que al disminuir «, cada vez es mas dificil rechazar H,
y por tanto, la probabilidad de aceptar la hipétesis nula siendo falsa aumenta. En consecuencia, y como
veremos mas adelante, la tnica forma de disminuir § y ganar potencia, una vez fijado «, es aumentando
el tamano de la muestra.

Estadistico del contraste y regiones de aceptaciéon y rechazo

La decisién entre la aceptacién o el rechazo de Hy que se plantea en el contraste, se realiza a partir
de un estadistico en el muestreo, relacionado con el parametro o caracteristica que queremos contrastar,
y cuya distribucion debe ser conocida suponiendo cierta Hg y una vez fijado el tamano de la muestra.
Este estadistico recibe el nombre de FEstadistico del Contraste.

Para cada muestra el estadistico del contraste toma un valor concreto que recibe el nombre de
estimacion del estadistico. A partir de esta estimaciéon tomaremos la decision de aceptar o rechazar la
hipétesis nula. Si la estimacién difiere demasiado del valor que propone Hy para el pardmetro, entonces
rechazaremos Hy, mientras que si no es demasiado diferente la aceptaremos.

La magnitud de la diferencia que estamos dispuestos a tolerar entre la estimacion y el valor del
pardametro para mantener la hipdtesis nula, depende de la probabilidad de error de tipo I que estemos
dispuestos a asumir. Si « es grande, pequenas diferencias pueden ser suficientes para rechazar Hj, mien-
tras que si a es muy pequeno, solo rechazaremos Hj cuando la diferencia entre el estimador y el valor
del parametro segin Hy, sea muy grande. De esta manera, al fijar el nivel de significacién «, el conjunto
de valores que puede tomar el estadistico del contraste queda divido en dos partes: la de las estimaciones
que conducirian a la aceptacién de Hy, que se denomina Region de Aceptacidn, y la de las estimaciones
que conducirian al rechazo de Hy, que se denomina Region de Rechazo.
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Si llamamos al estadistico del contraste 9, entonces, dependiendo de si el contraste es unilateral o
bilateral, tendremos las siguientes regiones de aceptacion y rechazo:

Contraste Regién de Aceptacién Region de Rechazo
iz | Biap<0<bap} | 10<0iaphU(0>0up)
R (00,0} [0<by0)

Hei 050 {0<0a) (0> 04)

donde 0;_, y 0, son valores tales que P(6 < 0;1_o|0 = 0y) = a y P(6 > 0,0 = 6) = a, tal y como
se muestra en las figuras 10.1 y 10.2.

Distribucién del estadistico del contraste

al2 1-o al2

A

Region de

I
0, 0n 0,
Rechazo ;

Region de Region de
Aceptacion ! Rechazo

Figura 10.1 — Regiones de aceptacién y rechazo en un contraste bilateral.

Distribucion del estadistico del contraste

R v~

Region de Region de
Aceptacion ’ Rechazo

Figura 10.2 — Regiones de aceptacién y rechazo en un contraste unilateral.

En resumen, una vez que tenemos el estadistico del contraste y hemos fijado el nivel de significacion «,
las regiones de aceptacién y rechazo quedan delimitadas, y ya sélo queda tomar una muestra, calcular a
partir de ella la estimacion del estadistico delcontraste, y aceptar o rechazar la hipdtesis nula, dependiendo
de si la estimacion cae en la regién de aceptacién o en la de rechazo respectivamente.

El p-valor de un contraste

Aunque ya disponemos de los elementos necesarios para realizar un contraste de hipdtesis que nos
permita tomar una decisién respecto a aceptar o rechazar la hipétesis nula, en la practica, la decisiéon que
se toma suele acompanarse del grado de confianza que tenemos en la misma. Si por ejemplo, tenemos
una regién de rechazo {é > éa}, siempre que la estimacion del estadistico del contraste caiga dentro de
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esta regién rechazaremos Hj, pero obviamente, si dicha estimacién es mucho mayor que 0, tendremos
mas confianza en el rechazo que si la estimacién estd cerca del limite entre las regiones de aceptacion
y rechazo 0. Por este motivo, al realizar un contraste, también se calcula la probabilidad de obtener
una discrepancia mayor o igual que la observada entre el valor del pardametro, suponiendo cierta Hy,
y la estimacién que se obtiene de los datos muestrales. Esta probabilidad se conoce como p-valor del
contraste, y en cierto modo, expresa la confianza que se tiene al tomar la decisién en el contraste, ya que
si Hy es cierta y el p-valor es pequeno, es porque bajo la hipdtesis nula resulta poco probable encontrar
una discrepancia como la observada, y por tanto, tendremos bastante seguridad a la hora de rechazar
Hy. En general, cuanto més préximo esté p a 1, mayor seguridad existe al aceptar Hy, y cuanto mas
préximo esté a 0, mayor seguridad hay al rechazarla.

El céalculo del p-valor dependerd de si el contraste es bilateral o unilateral, y en este ultimo caso de si
es unilateral con cola a la derecha o con cola a la izquierda. El p-valor que se obtiene para los diferentes
tipos de contrastes es el que aparece en la tabla siguiente:

Contraste p-valor
Bilateral 2P(6j > 6?0|H0 es clerta) si 0: > 9:0 o
2P(0 < 0y|Hy es cierta) si 0 < 0
Unilateral con cola a la derecha P(0 > 0y|Hy es cierta)
Unilateral con cola a la izquierda P(0 < 6o|Hy es cierta)

En la figura 10.3 se observa que el p-valor es el drea de la cola de la distribucién (o colas si se trata
de un contraste bilateral) definida a partir del estadistico del contraste.

Muestra Estadistico del contraste

(xl,...,xn) ‘ éO=F(x1,...,xn)

Distribucion del
estadistico (}el
contraste 6

Figura 10.3 — El p-valor de un contraste unilateral con cola a la derecha.

Una vez calculado el p-valor, si hemos fijado el nivel de significacién a y han quedado delimitadas las
regiones de aceptacién y rechazo, el que la estimacion caiga dentro de la regién de rechazo es equivalente
a que p < «a, mientras que si cae dentro de la regién de aceptacién, entonces p > «. Esta forma de
abordar los contrastes, nos da una visién mas amplia, ya que nos da informacién de para qué niveles de
significacion puede rechazarse la hipdtesis nula, y para cuales no se puede.

Contrastes y estadisticos de contraste

Apoyédndose en las distintas distribuciones en el muestreo comentadas en las practicas sobre intervalos
de confianza, a continuacién se presentan las férmulas para los principales estadisticos de contraste.

Contraste para la media de una poblacién normal con varianza conocida

= Hipdtesis Nula: Hy : p = po
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= Estadistico del contraste: _
X — po
o/vn

que sigue una distribucién normal tipificada, N(0,1).

Este contraste también es valido para la media de una poblacién no normal, siempre y cuando las
muestras sean grandes (n > 30), con varianza conocida; y para la media de la diferencia de datos
emparejados, siempre y cuando la variable diferencia siga una distribucién normal con varianza conocida,
o una distribucién cualquiera si la muestra es grande.

Contraste para la media de una poblaciéon normal con varianza desconocida
= Hipdtesis Nula: Hy : p = po

» Estadistico del contraste:

X — o

5/

que sigue una distribucién ¢ de Student con n — 1 grados de libertad, T'(n — 1).

Este contraste también es vdlido para la media de una poblacién no normal en muestras grandes (n > 30),
con varianza desconocida; y para la media de la diferencia de datos emparejados, siempre y cuando la
variable diferencia siga una distribucién normal con varianza desconocida, o una distribucién cualquiera
si la muestra es grande.

Contraste para la proporcién en muestras grandes y distribuciones simétricas (tanto np
como n(1l — p) deben ser mayores que 5)
= Hipotesis Nula: Hy : p = pg

» Estadistico del contraste:

que sigue una distribucién normal tipificada, N(0,1).

Contraste para la varianza de una poblacién normal

= Hipétesis Nula: Hy : 02 = o2
= Estadistico del contraste:
(n—1)32

2
o]

que sigue una distribucién Chi-cuadrado con n — 1 grados de libertad.

Contraste para la diferencia de medias de poblaciones normales con varianzas conocidas
= Hipétesis Nula: Hy : g1 = o

= Estadistico del contraste:

X1 —Xo
ﬁ+ﬁ
ny na

que sigue una distribucién normal tipificada, N(0,1).

Este contraste también es valido para la diferencia de medias de dos poblaciones no normales, siempre
y cuando las muestras sean grandes (n; > 30 y ne > 30), con varianzas conocidas.
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Contraste para la diferencia de medias de poblaciones normales con varianzas desconocidas
= Hipétesis Nula: Hy : p1 = po
= Estadistico del contraste: _ i
X1 —Xo
5

22
§
2
ni no

que sigue una distribucién t de Student con v grados de libertad, donde v es el niimero entero méas
préximo al valor de la expresién:

. o\ 2

5t 83

—_— _'_ .

ny n2

(%)2 (3’%)2
n n
1 2

ny+1 no + 1

Este contraste también es vélido para la diferencia de medias de dos poblaciones no normales, siempre
y cuando las muestras sean grandes (n; > 30 y ny > 30), con varianzas desconocidas.

Contraste para la diferencia de proporciones en muestras grandes y distribuciones simétri-
cas (n1p1, n1(1 — p1), napa, n2(l — pa) deben ser mayores que 5)

= Hipétesis Nula: Hp : p1 = po

» Estadistico del contraste: R .
P1 — P2
\/ﬁl(lfﬁl) | p2(1=p2)

ny na

que sigue una distribucién normal tipificada, N(0,1).

Contraste para la igualdad de varianzas de poblaciones normales
= Hipétesis Nula: Hy : 07 = o3

= Estadistico del contraste:

que sigue una distribuciéon F de Fisher con n; — 1 y ny — 1 grados de libertad.
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2 Ejercicios resueltos

1. Se analiza la concentracién de principio activo en una muestra de 10 envases tomados de un lote de
un farmaco, obteniendo los siguientes resultados en mg/mm?®:

17,6 — 19,2 -21,3-15,1 - 17,6 — 18,9 — 16,2 — 18,3 — 19,0 — 16,4
Se pide:

a) Crear la variable concentracién, e introducir los datos de la muestra.

b) Realizar el contraste de hipdtesis bilateral: Hy : p = 18 y Hy : u # 18 con un nivel de significacién
0,05.

Indicacién
1) Seleccionar el menui Analizar—Comparar medias—Prueba T para una muestra.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable concentracién en el campo Variables para
contrastar, introducir el valor de la media en la hipdtesis nula (en este caso 18) en el campo Valor de
prueba y hacer click en el botén Opciones.

3) En el cuadro de didlogo que aparece, introducir el nivel de confianza del contraste en el campo Porcentaje
del Intervalo de conficanza y hacer click sobre el botén Continuar y Aceptar.
Aunque el nivel de confianza no afecta al p-valor del contraste, que el programa denomina sig.
(bilateral), si afecta al intervalo de confianza que se muestra junto con el p-valor.

¢) De igual manera realizar los contrastes bilaterales: Hy : p = 19,5y Hy : p # 19,5 con niveles de
significacién 0,05 y 0,01. ;Cémo afecta la disminucién en el nivel de significacién en la facilidad
para rechazar Hy?

Indicacién
Seguir los mismos pasos del apartado anterior.

d) Realizar los contrastes de hipdtesis unilaterales: Hy : p = 17y Hy : p > 17,y Hy : p =17y
Hy : ;1 < 17 con un nivel de significacién de 0,1.
Indicacién
Repetir los mismos pasos de los apartados anteriores pero teniendo en cuenta que lo que el programa denomina

Sig.(bilateral) es el p-valor del contraste bilateral; por lo tanto, para el contraste unilateral de mayor el p-
valor serd Sig. (bilateral) /2, y para el contraste unilateral de menor el p-valor serd 1-(Sig. (bilateral) /2).

e) Siel fabricante del lote asegura haber aumentado la concentracién de principio activo con respecto
a anteriores lotes, en los que la media era de 17.5 mg/mm3, con un nivel de confianza del 95 %;
Jaceptamos o rechazamos lo dicho por el fabricante?

2. Varios investigadores desean saber si es posible concluir que dos poblaciones de ninos difieren respecto
a la edad promedio en la cual pueden caminar por si solos. Los investigadores obtuvieron los siguientes
datos para la edad al comenzar a andar (expresada en meses):

Muestra en la poblacién A: 9,5 — 10,5 — 9,0 — 9,8 — 10,0 — 13,0 — 10,0 — 13,5 — 10,0 — 9,8
Muestra en la poblacién B: 12,5—-9,5—-13,5—-13,8-12,0—-13,8—-12,5-9,5—-12,0—-13,5—-12,0—12,0

a) Crear las variables poblacién y edad.

b) Realizar un contraste de hipdtesis, con un nivel de significacién de 0,05, para dar respuesta a la
conclusién que buscan los investigadores.
Indicacién
Se trata de un contraste bilateral de comparaciéon de medias en poblaciones independientes.
1) Seleccionar el ment Analizar—Comparar medias—Prueba T para muestras independientes.
2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable edad en el campo Variables para contrastar,
la variable poblacién en el campo Variable de agrupacién y hacer click sobre el botén Definir grupos.
3) En el cuadro de didlogo que aparece, escribir el valor de la variable poblacién correspondiente a la poblacién
A en el campo Grupo 1 y el correspondiente a la poblacién B en el campo Grupo 2, y hacer click sobre el
botén Continuar y Aceptar.
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3. Algunos investigadores han observado una mayor resistencia de las vias respiratorias en fumadores que
en no fumadores. Para confirmar dicha hipotesis, se realizé un estudio para comparar el porcentaje
de retencién traqueobronquial en las mismas personas cuando aun eran fumadoras y transcurrido un
ano después de dejarlo. Los resultados se indican en la tabla siguiente:

Porcentaje de retencién
Cuando fumaba Transcurrido un ano sin fumar

60,6 475
12,0 13,3
56,0 33,0
75,2 55,2
12,5 21,9
29,7 27,9
57,2 54,3
62,7 13,9
28,7 8,9
66,0 46,1
25,2 29,8
40,1 36,2

a) Crear las variables antes y después e introducir los datos.

b) Plantear el contraste de hipdtesis adecuado para confirmar o rechazar la hipdtesis de los investi-
gadores.
Indicacion
Se trata de un contraste unilateral (Ho : p1 = p2 y Hi : p1 > p2) de igualdad de medias en datos pareados.
1) Seleccionar el menu Analizar—Comparar medias—Prueba T para muestras relacionadas.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar ambas variables y pasarlas al campo Variables
emparejadas.

Al tratarse de un contraste unilateral de mayor el p-valor serd Sig. (bilateral) /2.

4. Un profesor universitario ha tenido dos grupos de clase a lo largo del ano: uno con horario de manana
y otro de tarde. En el de manana, sobre un total de 80 alumnos, han aprobado 55; y en el de tarde,
sobre un total de 90 alumnos, han aprobado 32.

a) Crear las variables: grupo, cuyos valores serdn manana y tarde; calificacién, cuyos valores serdn
1 (aprobado) y 0 (suspenso); y frecuencia, cuyos diferentes valores son el nimero de aprobados y
suspensos en cada grupo.

b) Ponderar los datos mediante la variable frecuencia.

Indicacién
1) Seleccionar el menu Datos—Ponderar casos.

2) En el cuadro de didlogo resultante activar la opcién Ponderar casos mediante, seleccionar la variable
frecuencia en el campo Variable de frecuencia y hacer click en el botén Aceptar.

¢) Realizar un contraste de hipétesis para determinar si el factor horario ha sido o no determinante
en la proporcién de suspensos con un nivel de significacién 0,05
Indicacién
Se trata de un contraste bilateral de comparaciéon de medias en poblaciones independientes.
1) Seleccionar el ment Analizar—Comparar medias—Prueba T para muestras independientes.

2) Seleccionar la variable calificacién en el campo Variables para contrastar, la variable grupo en el campo
Variable de agrupacién y hacer click en el botén Definir grupos.

3) En el cuadro de didlogo que aparece introducir en el campo Grupo 1 el valor de la variable grupo corres-
pondiente al grupo de manana y en el campo Grupo 2 el correspondiente al grupo de tarde, y hacer click
sobre el botén Continuar.
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1. Un grupo de médicos intenta probar que un programa de ejercicios moderadamente activos puede
beneficiar a los pacientes que han sufrido previamente un infarto de miocardio. Para ello escogieron
once individuos para participar en el estudio y midieron su capacidad de trabajo, entendida como el
tiempo que se tarda en alcanzar una tasa de 160 latidos por minuto mientras se camina con una cierta
velocidad sobre una cinta de andar, al comienzo del estudio y después de 25 semanas de ejercicio
controlado. Los resultados, expresados en minutos, fueron los siguientes:

Sujeto  Antes Después
1 7,6 14,7
2 9,9 14,1
3 8,6 11,8
4 9,5 16,1
5 8,4 14,7
6 9,2 14,1
7 6,4 13,2
8 9,9 14,9
9 8,7 12,2
10 10,3 13,4
11 8,3 14,0

;Sostienen estos datos el argumento de los investigadores?

2. Se acepta generalmente que existen diferencias ligadas al sexo relacionadas con la respuesta a la
tensién producida por el calor. Para comprobarlo, se sometié a un grupo de 10 hombres y 8 mujeres
a un programa de ejercicios duros, en un medio con temperatura alta (40 °C) y sin posibilidad de
beber. La variable de interés medida fue el porcentaje de peso corporal perdido. Se obtuvieron los

datos siguientes:

Varones  Mujeres
29 37130 38
3,5 38|25 4,1
3,9 40 3,7 3,6
3,8 36133 40
3,6 3,7

Segun los datos recogidos, ;hay diferencias en el porcentaje medio de peso corporal perdido como
respuesta al ejercicio fisico desarrollado en alta temperatura entre hombres y mujeres?
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Analisis de la Varianza de 1 Factor

1 Fundamentos tedricos

El Andlisis de la Varianza con un Factor es una técnica estadistica de contraste de hipédtesis, que sirve
para comparar las medias una variable cuantitativa, que suele llamarse variable dependiente o respuesta,
en distintos grupos o muestras definidas por una variable cualitativa, llamada variable independiente o
factor. Las distintas categorias del factor que definen los grupos a comparar se conocen como niveles o
tratamientos del factor.

Se trata, por tanto, de una generalizacién de la prueba T para la comparacion de medias de dos
muestras independientes, para disenios experimentales con mas de dos muestras. Y se diferencia de un
analisis de regresién simple, donde tanto la variable dependiente como la independiente eran cuantitativas,
en que en el analisis de la varianza de un factor, la variable independiente o factor es una variable
cualitativa.

Un ejemplo de aplicacién de esta técnica podria ser la comparacién del nivel de colesterol medio segiin
el grupo sanguineo. En este caso, la dependiente o factor es el grupo sanguineo, con cuatro niveles (A,
B, O, AB), mientras que la variable respuesta es el nivel de colesterol.

Para comparar las medias de la variable respuesta segun los diferentes niveles del factor, se plantea
un contraste de hipétesis en el que la hipdtesis nula, Hy, es que la variable respuesta tiene igual media
en todos los niveles, mientras que la hipotesis alternativa, Hy, es que hay diferencias estadisticamente
significativas entre al menos dos de las medias. Dicho contraste se realiza mediante la descomposicion de
la varianza total de la variable respuesta; de ahi procede el nombre de esta técnica: ANOVA (Analysis
of Variance en inglés).

1.1 El contraste de ANOVA
La notacién habitual en ANOVA es la siguiente:
k es el nimero de niveles del factor.
n; es el tamano de la muestra aleatoria correspondiente al nivel i-ésimo del factor.
n = Zle n; es el nimero total de observaciones.

Xi; i=1,..,k; j=1,...,n;) es una variable aleatoria que indica la respuesta de la j-ésimo individuo al
i-ésimo nivel del factor.

x;; es el valor concreto, en una muestra dada, de la variable X;;.

Niveles del Factor

Xll X21 T Xkl
X12 X22 o Xk:2
X1n1 X27L2 e ank

w; es la media de la poblacién del nivel 3.
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X, = Z;”:l Xi;/n; es la variable media muestral del nivel 4, y estimador de y;.

T; = Z?;l x;5/n; es la estimacién concreta para una muestra dada de la variable media muestral del
nivel 3.

1 es la media global de la poblacién (incluidos todos los niveles).

X = Zle 2?21 Xi;/n es la variable media muestral de todas las respuestas, y estimador de p.

_ k ; o . .
T =31 > joy xij/n es la estimacion concreta para una muestra dada de la variable media muestral.

Con esta notacién podemos expresar la variable respuesta mediante un modelo matematico que la
descompone en componentes atribuibles a distintas causas:

Xij = p+ (i — p) + (X5 — pa),

es decir, la respuesta j-ésima en el nivel i-ésimo puede descomponerse como resultado de una media
global, mas la desviacién con respecto a la media global debida al hecho de que recibe el tratamiento
i-ésimo, mas una nueva desviacién con respecto a la media del nivel debida a influencias aleatorias.

Sobre este modelo se plantea la hipétesis nula: las medias correspondientes a todos los niveles son
iguales; y su correspondiente alternativa: al menos hay dos medias de nivel que son diferentes.

Ho iy = po =+ = g
Hy :p; # pj para algin ¢ # j.

Para poder realizar el contraste con este modelo es necesario plantear ciertas hipdtesis estructurales
(supuestos del modelo):

Independencia Las k muestras, correspondientes a los k niveles del factor, representan muestras alea-
torias independientes de k poblaciones con medias 1 = e = - -+ = uy desconocidas.

Normalidad Cada una de las k poblaciones es normal.

Homocedasticidad Cada una de las k poblaciones tiene la misma varianza o2.

Teniendo en cuenta la hipdtesis nula y los supuestos del modelo, si se sustituye en el modelo las
medias poblacionales por sus correspondientes estimadores muestrales, se tiene

o lo que es lo mismo, B _ _ _

Elevando al cuadrado y teniendo en cuenta las propiedades de los sumatorios, se llega a la ecuacion
que recibe el nombre de identidad de la suma de cuadrados:

ZZ(XU—X)Q:Zni(Xi—X)ZJFZZ(XU—Xi)?,

i=1j=1 i=1j=1
donde:

Zle Z;l:l(X” — X)? recibe el nombre de suma total de cuadrados, (STC'), y es la suma de cuadrados
de las desviaciones con respecto a la media global; por lo tanto, una medida de la variabilidad total
de los datos.

Zle ni(X; — X)? recibe el nombre de suma de cuadrados de los tratamientos o suma de cuadrados
intergrupos, (SCInter), y es la suma ponderada de cuadrados de las desviaciones de la media de
cada nivel con respecto a la media global; por lo tanto, una medida de la variabilidad atribuida al
hecho de que se utilizan diferentes niveles o tratamientos.
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Zle Do (Xij — X;)? recibe el nombre de suma de cuadrados residual o suma de cuadrados intragru-
pos, (SCIntra), y es la suma de cuadrados de las desviaciones de las observaciones con respecto a
las medias de los sus respectivos niveles o tratamientos; por lo tanto, una medida de la variabilidad
en los datos atribuida a las fluctuaciones aleatorias dentro del mismo nivel.

Con esta notacién la identidad de suma de cuadrados se expresa:
SCT = SClInter + SCIntra

Y un ultimo paso para llegar al estadistico que permitiré contrastar Hy, es la definicién de los Cuadrados
Medios, que se obtienen al dividir cada una de las sumas de cuadrados por sus correspondientes grados
de libertad. Para SC'T el nimero de grados de libertad es n — 1; para SCInter es k —1; y para SCIntra
es n — k. Por lo tanto,

CMT = SCJ
n—1
OMInter — 2Inter
kE—1
CMIntra — SCIntra
n—=k

Y se podria demostrar que, en el supuesto de ser cierta la hipdtesis nula y los supuestos del modelo,

el cociente:
C M Inter

CMIntra
sigue una distribucién F' de Fisher con &k — 1 y n — k grados de libertad.
De esta forma, si Hy es cierta, el valor del cociente para un conjunto de muestras dado, estara préximo
a 0 (adn siendo siempre mayor que 0); pero si no se cumple Hy crece la variabilidad intergrupos y la
estimacién del estadistico crece. En definitiva, realizaremos un contraste de hipétesis unilateral con cola
a la derecha de igualdad de varianzas, y para ello calcularemos el p-valor de la estimacién de F' obtenida
y aceptaremos o rechazaremos en funcién del nivel de significacion fijado.

Tabla de ANOVA

Todos los estadisticos planteados en el apartado anterior se recogen en una tabla denominada Tabla
de ANOVA, en la que se ponen los resultados de las estimaciones de dichos estadisticos en las muestras
concretas objeto de estudio. Esas tablas también son las que aportan como resultado de cualquier ANOVA
los programas estadisticos, que suelen anadir al final de la tabla el p-valor del estadistico F' calculado, y
que permite aceptar o rechazar la hipdtesis nula de que las medias correspondientes a todos los niveles
del factor son iguales.

Suma de Grados de Cuadrados medios Estadistico F p-valor
cuadrados libertad
Intergrupos  SClInter k—1 CM Inter = % f= % P(F > f)
. _ SCIntra
Intragrupos SClIntra n—k CMlIntra = ==
Total SCT n—1

1.2 Test de comparaciones miiltiples y por parejas

Una vez realizado el ANOVA de un factor para comparar las k medias correspondientes a los k niveles
o tratamientos del factor, se puede concluir aceptando la hipdtesis nula, en cuyo caso se da por concluido
el andlisis de los datos en cuanto a deteccion de diferencias entre los niveles, o rechazandola, en cuyo
caso es natural continuar con el andlisis para tratar de localizar con precisién dénde estd la diferencia,
cuales son los niveles cuyas respuestas son estadisticamente diferentes.

En el segundo caso, hay varios métodos que permiten detectar las diferencias entre las medias de los
diferentes niveles, y que reciben el nombre de test de comparaciones maltiples. A su vez este tipo de test
se suelen clasificar en:
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Test de comparaciones por parejas Su objetivo es la comparacion una a una de todas las posibles
parejas de medias que se pueden tomar al considerar los diferentes niveles. Su resultado es una tabla
en la que se reflejan las diferencias entre todas las posibles parejas y los intervalos de confianza
para dichas diferencias, con la indicacién de si hay o no diferencias significativas entre las mismas.
Hay que aclarar que los intervalos obtenidos no son los mismos que resultarian si se considera
cada pareja de medias por separado, ya que el rechazo de Hj en el contraste general de ANOVA
implica la aceptaciéon de una hipdtesis alternativa en la que estan involucrados varios contrastes
individuales a su vez; y si queremos mantener un nivel de significacién « en el general, en los
individuales debemos utilizar un o’ considerablemente més pequeno.

Test de rango miultiple Su objetivo es la identificacién de subconjuntos homogéneos de medias que
no se diferencian entre si.

Para los primeros se puede utilizar el test de Bonferroni; para los segundos, el test de Duncan; y para
ambas categorias a la vez los test HSD de Tukey y Scheffé.
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2 Ejercicios resueltos

1. Se realiza un estudio para comparar la eficacia de tres programas terapéuticos para el tratamiento del
acné. Se emplean tres métodos:

a) Lavado, dos veces al dia, con cepillo de polietileno y un jabén abrasivo, junto con el uso diario
de 250 mg de tetraciclina.

b) Aplicacién de crema de tretinoina, evitar el sol, lavado dos veces al dfa con un jabén emulsionante
y agua, y utilizaciéon dos veces al dia de 250 mg de tetraciclina.

c¢) Evitar el agua, lavado dos veces al dia con un limpiador sin lipidos y uso de crema de tretinoina
y de perdxido benzoilico.

En el estudio participan 35 pacientes. Se separd aleatoriamente a estos pacientes en tres subgrupos
de tamanos 10, 12 y 13, a los que se asigné respectivamente los tratamientos I, II, y III. Después de
16 semanas se anoté para cada paciente el porcentaje de mejoria en el niimero de lesiones.

Tratamiento
I I 111
48,6 50,8 | 68,0 71,9 | 67,5 614
494 471 | 67,0 715|625 674
50,1 52,5 | 70,1 69,9 | 64,2 654
498 49,0 | 64,5 68,9 | 62,5 63,2
50,6 46,7 | 68,0 67,8 | 63,9 61,2
68,3 68,9 | 64,8 60,5
62,3

a) Crear las variables tratamiento y mejora e introducir los datos de la muestra.

Indicacién

Para cualquier ANOVA, a pesar de que la variable tratamiento es cualitativa, conviene que se introduzca
como cuantitativa, ya que SPSS s6lo admite como factor de clasificacién variables cuantitativas. Si hubiese que
mostrar los diferentes niveles de la variable factor como cualidades, bastard con asignarles etiquetas).

b) Dibujar el diagrama de dispersién. ;Qué conclusiones sacas de la nube de puntos?

Indicacién
1) Seleccionar el ment Graficos—Cuadros de didlogo antiguos—Dispersién/Puntos.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la opcién Dispersién simple y hacer click en el botén
Definir.

3) En el siguiente cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable mejora al campo Eje Y y la variable
tratamiento al campo Eje X, y hacer click sobre el botén Aceptar.

¢) Obtener la tabla de ANOVA correspondiente al problema. ;Se puede concluir que los tres trata-
mientos tienen el mismo efecto medio con un nivel de significacién de 0,057
Indicacién
1) Seleccionar el mend Analizar—Comparar medias—ANOVA de un factor.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable mejora al campo Lista de dependientes y la
variable tratamiento al campo factor, y hacer click sobre el botén Aceptar.

d) Obtener la tabla de ANOVA correspondiente al problema pero que ademds muestre los intervalos
de confianza de los 3 diferentes tratamientos, con una significacion de 0,05, y diversos estadisticos
de cada unos de ellos.

Indicacion
Repetir los mismos pasos del apartado anterior, haciendo click en el botén Opciones del ltimo cuadro de
diadlogo y activar la opcién Descriptivos.
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e) Si se puede concluir que los tratamientos no han tenido el mismo efecto medio, jentre qué parejas
de tratamientos hay diferencias estadisticamente significativas?
Indicacién
Repetir los mismos pasos del apartado anterior, haciendo click en el botén Post hoc del tltimo cuadro de
didlogo y activar la opcién de Bonferroni con un nivel de significacién de 0,05.

f) Si se puede concluir que los tratamientos no han tenido el mismo efecto medio, jcudles son los
grupos homogéneos (grupos con un comportamiento similar en cuanto a mejora se refiere) de
tratamientos que se pueden establecer?

Indicacién
Repetir los mismos pasos del apartado anterior, activando la opcién de Duncan.

2. Se sospecha que hay diferencias en la preparacién del examen de selectividad entre los diferentes
centros de bachillerato de una ciudad. Con el fin de comprobarlo, de cada uno de los 5 centros, se
eligieron 8 alumnos al azar, con la condicién de que hubieran cursado las mismas asignaturas, y se
anotaron las notas que obtuvieron en el examen de selectividad. Los resultados fueron:

Centros

1 2 3 4 5

55 6,1 49 32 6,7
52 7,2 55 3,3 58
59 55 6,1 55 54
71 6,7 6,1 57 5,5
62 76 6,2 6,0 4,9
59 59 64 6,1 6,2
53 81 6,9 4,7 6,1
6,2 83 45 51 7,0

a) Crear las variables nota y centro e introducir los datos de la muestra.

b) Dibujar el diagrama de dispersién. ;Qué conclusiones sacas sobre la nota media de selectividad
en los distintos centros?
Indicacién
1) Seleccionar el menu Graficos—Cuadros de didlogo antiguos—Dispersién/Puntos.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la opcién Dispersién simple y hacer click en el botén
Definir.

3) En el siguiente cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable nota al campo Eje Y y la variable
centro al campo Eje X, y hacer click sobre el botén Aceptar.

¢) Realizar el contraste de ANOVA. ;Se puede confimar la sospecha de que hay diferencias entre
las notas medias de los centros?
Indicacién
1) Seleccionar el mend Analizar—Comparar medias—ANOVA de un factor.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable nota al campo Lista de dependientes y la
variable centro al campo factor, y hacer click sobre el botén Aceptar.

d) ;Qué centros son los mejores en la preparacion de la selectividad?

Indicacién

Repetir los mismos pasos del apartado anterior, haciendo click en el botén Post hoc del ultimo cuadro de
didlogo y activar las opciones de Bonferroni, para ver los intervalos de diferencias entre centros, y de Duncan
para establecer grupos de comportamiento homogéneo.
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1. Se midié la frecuencia cardiaca (latidos por minuto) en cuatro grupos de adultos; controles normales
(A), pacientes con angina (B), individuos con arritmias cardfacas (C) y pacientes recuperados del
infarto de miocardio (D). Los resultados son los siguientes:

A B Cc D
83 81 75 61
61 65 68 75
80 77 80 78
63 87 80 80
67 95 74 68
89 89 78 65
71 103 69 68
7389 T2 69
70 78 76 70
66 83 75 79
57 91 69 61

;Proporcionan estos datos la suficiente evidencia para indicar una diferencia en la frecuencia cardiaca
media entre esos cuatro tipos de pacientes?. Considerar o = 0,05.

2. Se midié la frecuencia respiratoria (inspiraciones por minuto) en ocho animales de laboratorio y con
tres niveles diferentes de exposicién al mondxido de carbono. Los resultados son los siguientes:

Nivel de exposicién

Bajo Moderado Alto
36 43 45
33 38 39
35 41 33
39 34 39
41 28 33
41 44 26
44 30 39
45 31 29

Con base en estos datos, jes posible concluir que los tres niveles de exposicién, en promedio, tienen
un efecto diferente sobre la frecuencia respiratoria? Tomar « = 0, 05.
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Contrastes de Hipotesis

No Parameétricos

1 Fundamentos tedricos

Gran parte de los procedimientos estadisticos disenados para hacer inferencia (prueba T para con-
trastar hipdtesis sobre medias, prueba F para contrastar hipdtesis sobre varianzas...), presentan tres
caracteristicas comunes:

= Permiten contrastar hipéGtesis referidas a algtin pardmetro poblacional (u, o, ...), o relaciones entre
pardmetros poblacionales (1 — a2, 01/09, ...).

= Exigen el cumplimiento de determinados supuestos sobre las poblaciones originales de las que se
extraen las muestras, como la normalidad o la igualdad de varianzas (homocedasticidad), e incluso
sobre la manera de obtener los datos, como la aleatoriedad en las observaciones.

= Estdn disenados para trabajar con variables cuantitativas.

A los procedimientos estadisticos que presentan las tres caracteristicas anteriores se les denomina
Contrastes Paramétricos o Pruebas Paramétricas, y son las técnicas estadisticas mas utilizadas.
No obstante, presentan dos inconvenientes que hacen que su utilidad se vea reducida: por un lado, exigen
el cumplimiento de supuestos que en determinadas ocasiones pueden resultar demasiado restrictivos (a
menudo las distribuciones no son normales, o no se tiene homogeneidad de varianzas...); por otro, no
siempre se puede trabajar con variables cuantitativas (en ciencias sociales y de la salud, en muchos casos
serdn cualitativas y en el mejor de los casos cualitativas ordinales).

Afortunadamente, existen contrastes que permiten poner a prueba hipétesis que no se refieren especifi-
camente a pardmetros poblacionales (como i o o), o que no exigen supuestos demasiado restrictivos en
las poblaciones originales, e incluso que tampoco necesitan trabajar con variables cuantitativas. Este tipo
de contrastes que no cumplen alguna de las tres caracteristicas de los contrastes paramétricos reciben el
nombre de Contrastes No Paramétricos o Pruebas No Paramétricas.

En realidad, en términos estrictos, para tener un contraste no paramétrico seria suficiente con que
en el mismo no se plantease una hipdtesis sobre algiun pardmetro poblacional. Por eso, algunos autores
distinguen entre contrastes no paramétricos y contrastes de distribucién libre (distribution-free), o exentos
de distribucién, que serian los que no impondrian supuestos restrictivos en la distribucién de la poblacion
original. No obstante, como casi todos los contrastes no paramétricos son a su vez de distribucién libre, hoy
en dia se denomina contraste no paramétrico a cualquiera que no cumpla alguna de las tres caracteristicas
senaladas.

Los mayores atractivos de los contrastes no paramétricos son:

= Al exigir condiciones menos restrictivas a la muestra sobre las caracteristicas de la distribucién de
la poblacién de la que se ha extraido, son més generales que los paramétricos (se pueden aplicar
tanto a situaciones en las que no se deberian aplicar paramétricos como a situaciones en las que
si que se podrian aplicar).

= Son especialmente ttiles cuando hay que analizar muestras pequenas, ya que, con muestras grandes
(n > 30), aunque la poblacién de partida no siga una distribucién normal, el Teorema Central del
Limite garantiza que la variable media muestral si que sera normal, y no habra ningin problema con
contrastes sobre la media poblacional basados en la media muestral cuyo comportamiento es normal
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(por ejemplo, contrastes con la T de Student). Con muestras pequenias (n < 30), si la distribucién
de los datos de la muestra no es normal, tampoco podemos garantizar que lo sea la distribucién de
la media muestral, y no quedard mas remedio que acudir a contrastes no paramétricos cuando se
pretenda ver si hay o no diferencias significativas entre distribuciones.

= Permiten trabajar tanto con variables cualitativas como cuantitativas. En éstas tltimas, en lugar de
trabajar con los valores originales, generalmente se trabaja con su rangos, es decir, simplemente con
el numero de orden que ocupa cada valor, por lo que incluso se simplifican los célculos necesarios
para aplicar los contrastes.

Por otro lado, también hay inconvenientes:

= Si en un problema concreto se puede aplicar tanto una prueba paramétrica como una no paramétri-
ca, la paramétrica presentara mayor potencia, es decir, mayor capacidad de deteccién de diferencias
significativas; o lo que es lo mismo, la no paramétrica necesitarda mayores diferencias muestrales
para concluir que hay diferencias poblacionales.

= Con las pruebas paramétricas no sélo se pueden realizar los contrastes de hipdtesis planteados sobre
los adecuados pardametros poblacionales para llegar al p-valor del contraste, sino que también se
pueden generar intervalos de confianza con los que delimitar adecuadamente el posible valor de
dichos parametros. Con el p-valor se genera un nimero que cuantifica si el efecto analizado ha
sido o no estadisticamente significativo, pero puede que el efecto sea tan pequenio que no resulte
clinicamente relevante, mientras que con el intervalo de confianza si que se aprecia la magnitud
del efecto, y por lo tanto se puede concluir si ha sido o no clinicamente relevante. Igualmente, la
aplicacion de una prueba no paramétrica permitird obtener un p-valor del contraste, pero en muy
pocas de ellas hay procedimientos desarrollados que permitan obtener intervalos de confianza.

En las técnicas no paramétricas no se tiene en cuenta la magnitud de los datos, sino su orden. El
ntimero de orden que cada dato ocupa recibe el nombre de rango del dato. Por ello, gran parte de los
contrastes no paramétricos, ademas de sobre variables cuantitativas, también pueden aplicarse sobre
variables cualitativas ordinales, a cuyos valores también se les podrd asignar un rango (un ndmero de
orden).

Por otra parte, el proceso para llevar a cabo un contraste no paramétrico es muy parecido al de uno
paramétrico:

1. Planteamos una hipétesis nula Hy y su correspondiente alternativa Hj.
2. Suponiendo cierta la Hy, se calcula el valor de un estadistico muestral de distribucién conocida.

3. A partir del estadistico, se calcula el p-valor del contraste y se acepta o se rechaza Hjy dependiendo
de que el p-valor obtenido haya sido, respectivamente, mayor o menor que el nivel de significacion
marcado en la prueba (habitualmente 0,05).

1.1 Contrastes no paramétricos mas habituales

Los contrastes no paramétricos més habituales son:

Test de rachas Se utiliza para analizar la aleatoriedad de una muestra, es decir, si las sucesisvas elec-
ciones de los individuos de la muestra se han realizado al azar.

Test de Kolmogorov-Smirnov Se utiliza para analizar la normalidad de los datos de una muestra,
o en general, para ver si la distribucién de frecuencias de la muestra se ajusta a una distribucién
tedrica dada.

Test de Shapiro-Wilk . También se utiliza para analizar la normalidad de los datos de la muestra. Es
més adecuado que el de Kolmogorov-Smirnov para muestras pequenas.

Test de la U de Mann-Whitney Se utiliza para analizar las diferencias entre dos muestras, con datos
independientes, en wvariables cuantitativas u ordinales. Su correspondiente test paramétrico para
variables cuantitativas es la T de Student de datos independientes.
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Test de Wilcoxon Se utiliza para analizar las diferencias entre dos muestras, con datos pareados, en
variables cuantitativas u ordinales. Su correspondiente test paramétrico para variables cuantitativas
es la T de Student de datos pareados o emparejados.

Test de Kruskal-Wallis Se utiliza para analizar las diferencias entre varias muestras (mds de dos), con
datos independientes, en variables cuantitativas u ordinales. Su correspondiente test paramétrico
para variables cuantitativas es el ANOVA.

Test de Friedman Se utiliza para analizar las diferencias entre varias muestras, con datos pareados, en
variables cuantitativas u ordinales. Su correspondiente test paramétrico para variables cuantitativas
es el ANOVA de medidas repetidas.

Test de Levene Se utiliza para analizar la homogeneidad de varianzas de varias muestras (dos o mas),
sin tener en cuenta la normalidad de los datos. Su correspondiente test paramétrico cuando se
comparan dos muestras es el test de igualdad de varianzas mediante la distribucién F de Fisher.

Test de la Rho de Spearman Se utiliza para analizar la correlacion entre dos variables cuantitativas
u ordinales. Su correspondiente test paramétrico es el basado en el coeficiente de determinacién de
Pearson.

Test de la Chi Cuadrado Se utiliza para analizar la relacion entre dos variables cualitativas nomina-
les. A este contraste y sus variantes se le dedicard la proxima practica en exclusiva.

A continuacién se analizan todos los contrastes enumerados.

1.2 Aleatoriedad de una muestra: Test de rachas

Frecuentemente suponemos que la muestra que utilizamos es aleatoria simple, es decir, que las n
observaciones se han tomado de manera aleatoria e independientemente unas de otras, y de la misma
poblacién. Pero, en general, esta hipdtesis no siempre se puede admitir, siendo por tanto necesario, en
muchos casos, contrastar si realmente estamos frente a una muestra aleatoria simple o no.

El Test de Rachas es una prueba que mide hasta qué punto el valor de una observacién en una
variable puede influir en las observaciones siguientes. Por ejemplo, si la variable analizada es el sexo y la
muestra es aleatoria extraida de una poblacién con aproximadamente el mismo ntimero de mujeres que
de hombres, entonces resultard practicamente imposible que después de preguntar a un individuo que
resulta ser hombre, los 10 individuos siguientes también sean hombres; en todo caso, podrian aparecer
“rachas”de 3 o 4 hombres seguidos, pero no de 10.

Consideremos una muestra de tamano n que ha sido dividida en dos categorias X e Y con ny y ns
observaciones cada una. Se denomina racha a una sucesién de valores de la misma categoria. Por ejemplo,
si estudiamos una poblacién de personas y anotamos el sexo: X = Hombre e Y= Mujer, y obtenemos la
secuencia: XX XYY XYYY, tendriamos ny =4, no = 5, n = ny +ng = 9, y el nimero de rachas igual a
4. En funcién de las cantidades n, y no se espera que el numero de rachas no sea ni muy pequeno ni muy
grande, lo cual equivale a decir que no pueden aparecer rachas demasiado largas, ni demasiadas rachas
cortas.

Si las observaciones son cantidades numéricas, pueden dividirse en dos categorias que posean apro-
ximadamente el mismo tamafio sin mas que considerar la mediana de las observaciones como valor que
sirve para dividir la muestra entre los valores que estan por encima de la mediana y los que estan por
debajo.

Con todo ello, el Test de Rachas permite determinar si la variable aleatoria nimero observado de
rachas, R, en una muestra de tamafno n (dividida en dos categorias de tamanos n; y ng), es lo sufi-
cientemente grande o pequeno como para rechazar la hip6tesis de independencia (aleatoriedad) entre las
observaciones. Para el contraste generalmente se utiliza el estadistico:

_ R-E(R)
S

Z

donde

_ 2ning _[2n1n(2ning —n)
N Y n%(n+1)
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En el supuesto de que se cumpla la hipétesis nula de aleatoriedad de la muestra, se puede demostrar que
el estadistico Z sigue una distribucién normal tipificada, que es la que se utiliza para dar el p valor de la
prueba.

Por dltimo, conviene no confundir la hipdtesis de aleatoriedad de una muestra con la hipétesis de
bondad de ajuste de los datos de una muestra mediante una distribuciéon dada. Por ejemplo, si en 10
lanzamientos de una moneda obtenemos 5 caras y 5 cruces, sin duda los datos se ajustan adecuadamente
a una binomial con probabilidad de éxito igual a 0,5, y para comprobarlo, por ejemplo, se podria utilizar
un test de Chi-cuadrado; pero si las 5 caras salen justo en los 5 primeros lanzamientos y las 5 cruces en
los ultimos, dificilmente se podria cumplir la hipdtesis de independencia o aleatoriedad.

1.3 Pruebas de normalidad

Ya hemos comentado que muchos procedimientos estadisticos (intervalos de confianza, contraste de
hipétesis, andlisis de la varianza,. ..) tnicamente son aplicables si los datos provienen de distribuciones
normales. Por ello, antes de su aplicacion conviene comprobar si se cumple la hipétesis de normalidad.

No obstante, las inferencias respecto a medias son en general robustas (no les afecta demasiado la
hipétesis de normalidad), sea cual sea la poblacién base, si las muestras son grandes (n > 30) ya que
la distribucién de la media muestral es asintéticamente normal. Por ello, gran parte de los métodos
paramétricos son vélidos con muestras grandes incluso si las distribuciones de partida dejan de ser
normales, pero, aunque validos, las inferencias respecto a la media dejan de ser 6ptimas; es decir los
métodos paramétricos pierden precision, y esto se traduce en intervalos innecesariamente grandes o
contrastes poco potentes.

Por otro lado, las inferencias respecto a varianzas son muy sensibles a la hipétesis de normalidad, por
lo que no conviene construir intervalos o contrastes para varianzas si no tenemos cierta seguridad de que
la poblacién es aproximadamente normal.

Entre los multiples métodos que se utilizan para contrastar la hipétesis de normalidad destacan:

= El célculo de los estadisticos de asimetria y curtosis de la distribucion.
= La prueba de Kolmogorov-Smirnov, especialmente en su versién corregida por Lilliefors.
= La prueba de Saphiro-Wilks.

= Gréaficos Q-Q y P-P de comparacién con la distribucién normal.

Conviene hacer la aclaracién de que la prueba de Kolmogorov-Smirnov no tiene aplicacién especifica al
contraste de normalidad, sino que, como también sucede con la Chi-cuadrado, la prueba de Kolmogorov-
Smirnov, ha sido desarrollada para establecer el ajuste de los datos observados mediante un modelo
tedrico (una distribucién de probabilidad) que no tiene que ser especificamente normal. La correccién de
Lilliefors adapta la prueba de Kolmogorov-Smirnov para un contraste especifico de normalidad.

En cuanto a la conveniencia de una u otra prueba, hay que destacar que no existe un contraste
optimo para probar la hipotesis de normalidad. La razon es que la potencia relativa de un contraste de
normalidad depende del tamano muestral y de la verdadera distribuciéon que genera los datos. Desde un
punto de vista poco riguroso, el contraste de Shapiro-Wilks es, en términos generales, el méds conveniente
en pequenas muestras (n < 30), mientras que el de Kolmogorov-Smirnov, en la versién modificada de
Lilliefors, es méas adecuado para muestras grandes.

Pasamos a dar una pequena explicacion mas detallada de cada uno de los contrastes citados.

Estadisticos de asimetria y curtosis

Una primera idea de si los datos provienen de una distribucién normal, nos la pueden dar los es-
tadisticos de asimetria, g1, y de curtosis, g2, junto con sus correspondientes errores estdndar, EEy; y
EFE4. Sabemos que las distribuciones normales son simétricas, y por tanto g; = 0, y tienen un apunta-
miento normal, go = 0. Segtin esto, si una muestra proviene de una poblacién normal sus coeficientes de
asimetria y de apuntamiento no deberian estar lejos de 0, y se acepta que no estan demasiado lejos de 0
cuando:

1. \91\ <2 -EEgl
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2. ‘gg‘ <2 ~EE92

Los estadisticos g1, g2, EEq41, y EEg4o se pueden obtener facilmente en cualquier andlisis descriptivo de
la muestra.

Contraste de Kolmogorov-Smirnov y correccién de Lilliefors

Este contraste general, valido para comprobar si los datos de una variable aleatoria continua se
ajustan adecuadamente mediante un modelo de distribucién continuo, compara la funcién de distribucién
teodrica con la empirica de una muestra. Tiene la ventaja de que no requiere agrupar los datos. Utiliza el
estadistico:

D,, = sup |F,(z) — F(z)|

donde F),(x) es la funcién de distribucién empirica muestral (la probabilidad acumulada hasta un cierto
valor de la variable suponiendo que en cada uno de los n valores de la muestra acumulamos una probabi-
lidad igual a 1/n) y F(z) es la funcién de distribucién teérica (probabilidad acumulada hasta un cierto
valor de la variable, o lo que es lo mismo [ f(t)dt, donde f(t) es la funcién de densidad tedrica).
Con el estadistico D,,, se calcula:
Dy

Zk_5 = %
que sigue una distribuciéon normal tipificada.

Para el caso especifico en que se contrasta si la muestra proviene de una distribucién normal, mas que
el estadistico Zi_g se utiliza directamente la D,, pero con una distribuciéon tabulada corregida intro-
ducida por Lilliefors, por lo que a veces se habla del test de Kolomogorov-Smirnov-Lilliefors, especifico
para el contraste de normalidad.

En general, el test de Kolmogorov-Smirnov sin correccién resulta menos potente, y por lo tanto
serd mas dificil rechazar la normalidad de los datos, que el corregido por Lilliefors, especialmente si la
presunta falta de normalidad se produce porque la distribuciéon de partida presenta valores atipicos.

Ya sea mediante el método de Kolmogorov-Smirnov en general o mediante la correccién introducida
por Lilliefors, obtenemos un p valor del contraste con el que aceptar o rechazar la hipétesis nula de
normalidad de los datos de la muestra.

Contraste de Shapiro-Wilk

Es una prueba sélo vélida para contrastar el ajuste de unos datos muestrales mediante una distribucion
normal. Ademads, por su potencia, se considera que es la mas adecuada para analizar muestras pequenas
(n < 30).

En el proceso, se calcula un estadistico llamado W de Shapiro-Wilk (la forma detallada de obtenerlo
va mds alld del nivel de esta practica), cuya distribucién estd tabulada. Con ello, de nuevo se genera un
p valor que se utiliza para aceptar o no la hipdtesis nula de normalidad de los datos de la muestra.

Graficos Q-Q y P-P de comparacion con la distribucién normal

Son procedimientos graficos que permiten llegar a conclusiones cualitativas sobre si los datos se
ajustan adecuadamente mediante una distribuciéon normal.

= El grafico Q-Q: presenta en el eje de abcisas los valores de la variable, y en el eje de ordenadas el valor
que le corresponderia en una distribucion normal tipificada segin las probabilidades acumuladas
obtenidas gracias a la funcién de distribucién empirica. Junto con los puntos obtenidos, también se
representa la recta que se obtendria sin més que tipificar los datos teniendo en cuenta la media y la
desviacion tipica de los mismos, de manera que si los datos se ajustasen de forma perfecta mediante
una distribucién normal, los puntos quedarian justo en la recta, mientras que si las distancias entre
los puntos y la recta son grandes no cabria aceptar la normalidad del conjunto de datos.

= El grafico P-P: es muy parecido al Q-Q pero directamente representa en un eje la probabilidad
acumulada observada hasta cada valor de la variable teniendo en cuenta la funcién de distribucién
empirica y en el otro la probabilidad acumulada tedrica que le corresponderia si los datos se
ajustasen perfectamente mediante una distribucién normal. De nuevo se representa la recta que se
produciria si el ajuste fuese perfecto.
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1.4 Test de la U de Mann-Whitney para la comparacién de dos poblaciones
independientes

Este test sustituye a la T' de Student para comparar las medias de dos grupos independientes cuando
no se cumplen los supuestos en los que se basa la prueba T'. Como requiere ordenar los valores antes de
hacer el test, no compara realmente las medias, sino los denominados rangos o nimeros de orden de los
datos.

Se debe usar cuando:

= Alguna de las dos muestras contiene menos de 30 observaciones y no se puede asumir normalidad.
= La comparacion se realiza en una variable ordinal en vez de ser realmente cuantitativa.
= La muestra es muy pequena (menos de 10 observaciones en alguno de las dos grupos)

Intuitivamente, si se ordenan de menor a mayor conjuntamente los datos de dos muestras y se les
asigna a cada uno de ellos su rango (es decir su nimero de orden dentro de la lista obtenida al unir los
datos de las dos muestras, teniendo en cuenta que si hay dos o més datos iguales se les asigna a todos
ellos el rango promedio de los que les corresponderian si fuesen distintos) es natural que, si se cumple
que las dos muestras originales estan igualmente distribuidas, los rangos se mezclen al azar y no que los
rangos de una de las muestras aparezcan al principio y los de la otra al final, pues esto seria indicio de
que una de las muestras tendria valores sistematicamente mayores o menores que la otra. Con esta idea,
se plantean las hipdtesis:

Hyj : Las poblaciones de las que provienen las muestras estan igualmente distribuidas.

H, : Las poblaciones difieren en su distribucion.

Para llevar a cabo el contraste de hipétesis, se obtienen las sumas de rangos de la muestra 1, Ry, y
la de la muestra 2, Ro. Con Ry y Ry se calculan los estadisticos:

ni(ng +1
U1:n1n2+¥—]%1,
1
U2:n1n2+%—R2:n1n2—U1.

Y teniendo en cuenta U; y Us, se toma U, que es el minimo de U; y Us, del que se conoce su
distribucién de probabilidad y con el que se puede calcular el p valor del contraste. No obstante, para
muestras grandes, (n > 30), los cdlculos con la distribucién exacta pueden ser complicados y por eso se
suele trabajar con un estadistico Z que sigue una distribucién normal tipificada:

U— ning
7 — 2

nin9 ’I’LS—TL —Zk t?—ti
n(n —1) 12 =112

donde k es el nimero de rangos distintos en los que existen empates y t; el nimero de puntuaciones
distintas empatadas en el rango i.

1.5 Test de Wilcoxon para la comparacion de dos poblaciones emparejadas

Este test, también llamado prueba de rangos con signo de Wilcoxon, se debe utilizar en lugar de la
T para datos emparejados cuando:

= Los datos a comparar son ordinales.

= Son datos cuantitativos pero la muestra es pequena (< 30) y ademds no sigue una distribucién
normal en la variable diferencia entre las dos mediciones emparejadas.
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Intuitivamente, si calculamos las diferencias individuo a individuo en las dos variables emparejadas,
suponiendo que no hay diferencia global entre las dos variables se obtendran aproximadamente tantas
diferencias positivas como negativas. Ademads, seria conveniente trabajar con un test que no sélo detecte
si la diferencia ha sido positiva o negativa, sino que también deberia tener en cuenta la cuantia de la
diferencia, o al menos el orden en la cuantia de la diferencia; con ello se podrian compensar situaciones
en las que hay pocas diferencias negativas de mucha cuantia frente a muchas positivas pero de poca
cuantia, o a la inversa. Con esta idea, se plantean las hipdtesis:

Hy : No hay diferencias entre las observaciones emparejadas.

H, : Hay diferencias entre las observaciones emparejadas.

Para realizar el contraste de hipdtesis, en primer lugar se calculan las diferencias entre los datos
emparejados de las variables X e Y para cada uno de los n individuos:

Posteriormente se desechan la diferencias nulas y se toman los valores absolutos de todas las diferen-
cias, |D;|, asigndndoles rangos (6rdenes), R; (si hay empates, se asignan rangos promedio). Después se
suman por separado los rangos de las diferencias que han resultado positivas, Sy = > R], y por otra
parte los rangos de las diferencias que han resultado negativas, S_ = Y  R; . Y con ello, si Hy fuese
correcta, la suma de rangos positivos deberia ser muy parecida a la suma de rangos negativos: S, = S_.

Por 1ltimo, teniendo en cuenta que se conoce la distribucién de probabilidad de los estadisticos S
y S_, se puede calcular el p valor del contraste con la hipdtesis nula de su igualdad. No obstante, para
muestras grandes, los programas de estadistica suelen utilizar un nuevo estadistico Z que sigue una
distribucién normal tipificada:

n(n+1)
_ ST
\/n(n+1)(2n+1)_zk B3t
24 =148

donde S es el minimo de S} y S_, k el numero de rangos distintos en los que existen empates, y t; el
nimero de puntuaciones empatadas en el rango i.

Es importante tener en cuaenta que SPSS calcula el p-valor basdndose en la aproximacién normal,
pero si el programa tiene instalado el médulo de Pruebas Exactas, serd adecuado calcular el p-valor
exacto, especialmente en muestras pequenas.

1.6 Test de Kruskal-Wallis para la comparaciéon de varias poblaciones inde-
pendientes

Es el test no paramétrico equivalente en su uso al ANOVA, de tal forma que permite contrastar si k

muestras independientes (con k > 3) han sido obtenidas de una misma poblacién y por lo tanto presentan

igual distribucion.
Se debe usar el Test de Kruskal-Wallis en lugar del ANOVA cuando:

= Los datos son ordinales.
= No hay normalidad en alguna de las muestras.
= No hay igualdad de varianzas (heterocedasticidad).

Su uso estd también especialmente indicado en el caso de muestras pequeflas y/o tamafios muestrales
desiguales, ya que entonces es muy arriesgado suponer normalidad y homocedasticidad de los datos.

En esencia, el Test de Kruskal-Wallis es una extensiéon del test de la U de Mann-Whitney, pero
trabajando con k muestras en lugar de 2.

Las hipdtesis que se contrastan son:

Hj : Las poblaciones de las que provienen las k muestras estan igualmente distribuidas.

H; : Alguna de las poblaciones difiere en su distribucién con respecto a las demas.
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Para realizar el contraste, primero se ordenan de menor a mayor todos los valores observados en las k
muestras. Luego se asigna el rango 1 al valor inferior, el rango 2 al 2° valor y asi sucesivamente. En caso
de empate entre dos valores se asigna la media de los niimeros de orden de los individuos empatados.
Después se suman por separado los rangos asignados a las observaciones de cada grupo y se obtiene la
suma de rangos de cada grupo: R;,7 = 1,...,k. Con la suma de rangos dentro de cada grupo se puede
obtener el rango medio de cada grupo sin mas que dividir la suma entre el nimero total de observaciones
en el grupo: R;/n;,i=1,...,k. Y por tltimo, si la hip6tesis nula fuera cierta, los rangos medios de cada
grupo serian muy parecidos entre si y muy parecidos al rango medio total.

Basédndose en lo anterior, el estadistico H de Kruskall-Wallis se calcula mediante la férmula:

ko p2

H:LZ&—?)(nJrl).

n(n+1) = n;

Y se puede demostrar que, si la hip6tesis nula es cierta, H sigue una distribucién Chi-cuadrado con k—
1 grados de libertad, que es lo que se utiliza para calcular el p-valor del contraste. Si el nimero de muestras
es 3 y el numero de observaciones en alguna no pasa de 5, el estadistico H no sigue una distribucion
Chi-cuadrado, pero su distribucién esta convenientemente tabulada y los programas estadisticos aplican
las adecuadas correcciones.

Si el resultado del test fuera significativo, para buscar entre qué grupos existen diferencias, se haran
comparaciones por parejas con la U de Mann-Whitney, pero penalizando los p valores obtenidos; esto
quiere decir que los p valores de cada una las parejas comparadas deben multiplicarse por el niimero de
comparaciones realizadas. Con ello se logra controlar el error de tipo I en el contraste global, es decir la
probabilidad de que haya aparecido, simplemente por azar y no porque realmente haya diferencias, algin
p valor menor que el nivel de significacién fijado. Por ejemplo, en un problema con 4 grupos, habria que
hacer 6 comparaciones de parejas distintas, y trabajando con un p-valor frontera de 0,05, la probabilidad
de que apareciese alguna diferencia significativa entre las parejas simplemente por azar viene dada por:
1 —0,05°-0,95% = 0,265 (probabilidad de algiin éxito en una binomial de 6 intentos y probabilidad
de éxito 0,05), que queda muy alejado del 0,05 global con el que se suele trabajar; mientras que con
un p — valor frontera de 0,05/4 = 0,0125, 1 — 0,0125° - 0,9875% = 0,073, que es muy parecido 0,05.
Igualmente, con n grupos, habria que exigir un p-valor en cada comparacién de 0,05/n; o lo que es lo
mismo, no considerar como significativas ninguna de las comparaciones entre parejas en las que el p-valor
obtenido multiplicado por n sea mayor que 0, 05.

1.7 Test de Friedman para la comparacién de medidas repetidas

Es el test no paramétrico equivalente al ANOVA de medidas repetidas, y por lo tanto se aplica en
situaciones en las que para cada individuo tenemos varias medidas (3 o mds) en diferentes tiempos, en
una situacion muy similar a la del Test de Wilcoxon para datos emparejados, pero en este tltimo caso con
sélo 2 medidas en cada individuo. Generalmente cada medida representa el resultado de un tratamiento,
por lo que habitualmente se habla de que tenemos n individuos con k tratamientos, siendo k& > 3.

Se usa el Test de Friedman en lugar del ANOVA de medidas repetidas cuando:

= Se comparan medidas repetidas ordinales en lugar de cuantitativas.

= Alguna de las variables diferencia, generadas mediante la diferencia de todos los tratamientos
tomados dos a dos, no siga una distribucién normal.

= Alguna de las variables diferencia, generadas mediante la diferencia de todos los tratamientos
tomados dos a dos, no tenga la misma varianza.

Cuando todas las variables diferencia sigan distribuciones normales con la misma varianza, se dice que
los datos cumplen con el supuesto de Esfericidad, necesario para aplicar el ANOVA de medidas repetidas.
Algunos programas, como PASW, contrastan el supuesto de esfericidad de los datos, por ejemplo con un
Test de Esfericidad de Mauchly.

De nuevo, con el test de Friedman, las hipétesis del contraste a realizar son:

Hy : No hay diferencias entre los diferentes tratamientos o medidas.

H; : Al menos uno de los tratamientos o medidas es distinto del resto.
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Para realizar el contraste, se reemplazan los datos de cada sujeto por su rango dentro de cada
fila, es decir por su posicién, una vez ordenados de menor a mayor los datos correspondientes a las
diferentes observaciones de cada uno de los sujetos. En el caso de empates se asignard el rango promedio
de los valores empatados. Con ello, tenemos una matriz de rangos R;;, donde ¢ = 1,...,n siendo n el
ntimero de individuos, y j = 1, ..., k, siendo k el niimero de tratamientos. Después se suman los rangos
correspondientes a cada una de las mediciones realizadas:

Rjzzn:Rij j:1,...7/€

y se calculan sus correspondientes promedios sin més que dividir entre n:

En estas condiciones, si la hipétesis nula fuera cierta, los rangos promedio dentro de cada tratamiento
deberian ser similares, por lo que es posible plantearse de nuevo un contraste basado en la Chi-cuadrado.
El estadistico, debido a Friedman, en el que se va a basar el contraste es:

k
2 _
— kE+1
X k—l—lz:: 3n(k +1),

que sigue una distribuciéon Chi-cuadrado con k—1 grados de libertad y es el que se utiliza para calcular el
p valor del contraste. Si una vez realizado el contraste se rechaza la hipétesis nula, habrd que determinar
qué tratamientos son los que presentan un comportamiento diferente del resto. Para ello, habra que aplicar
un test de Wilcoxon para datos emparejados a cada una de las parejas que se puedan formar teniendo
en cuenta los diferentes tratamientos (los diferentes tiempos en los que se ha medido la respuesta). Por
ejemplo, si tenemos 3 tratamientos para cada individuo, se pueden generar tres comparaciones pareadas:
1-2, 1-3 y 2-3. Después de aplicar el test de Wilcoxon, debemos corregir el p valor obtenido en cada
cruce multiplicandolo por el niimero de comparaciones realizado. Por ejemplo, si en la comparacién 1-2
hemos obtenido un p valor igual a 0,03, teniendo en cuenta que hay 3 comparaciones posibles, el p valor
corregido seria 0,09.

1.8 Test de Levene para el contraste de homogenidad de varianzas

Como ya se ha comentado, en algunos test paramétricos que realizan la comparacion de medias de
diferentes muestras se exige la condicién de que las muestras tengan igualdad de varianzas (homogeneidad
de varianzas u homocedasticidad), especialmente en el ANOVA y también en algunos tipos concretos de
T de Student. En realidad, se puede utilizar la distribucién F' de Fisher para comprobar la homogeneidad
de varianzas de dos poblaciones de las que se han extraido muestras aleatorias, pero tiene el problema
de que exige la normalidad de los datos y ademds estd limitado a la comparacion de dos varianzas.
Por lo tanto, seria conveniente disponer de un test no paramétrico que permita realizar el contraste
de homogeneidad de varianzas sin suponer la normalidad de los datos, y ademdas también permitir el
contraste de homogeneidad de varianzas entre méas de dos muestras. Eso mismo es lo que realiza el Test
de Levene, cuyas hipétesis vinculadas son:

H, : Las varianzas poblacionales son iguales (0] = 03 = ... = 0}).

H; : Al menos alguna de las varianzas es diferente al resto.

Para hacer el contraste se utiliza el estadistico de Levene:

W = (n—k) Zf;l ni(Z;. — Z..)? |

(k=1 Y0 S (Zig — 20)?

donde:

= k es el nimero de grupos diferentes.
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= n es el nimero total de individuos.

= N; es el numero de individuos en el grupo i.

= Y;; es el valor del individuo j en el grupo i.

= Para Z;; se utiliza habitualmente uno de los dos siguientes criterios:

5 i =Y
Y Yij - Me(Y)

donde Y;. es la media del grupo i y Me(Y;.) es la mediana del grupo i. Cuando se utilizan las
medianas en lugar de las medias, el Test de Levene suele recibir el nombre de Test de Brown-
Forsythe.

= Z. es la media de todas las Z;;:

1 k  n;
Z.=-3> %;

i=1 j=1

s Z;. es la media de los Z;; en el grupo i:
Z;. = 1 nE Z,
1 T ’I’L,L — 1]
j:

Al final, si se cumple la hipétesis nula de igualdad de varianzas se podria demostrar que el estadistico
W deberfa seguir una distribucién F(k — 1, N — k) de Fisher con k — 1 y N — k grados de libertad, que
es la que se utiliza para calcular el p valor del contraste.

1.9 El coeficiente de correlacién de Spearman

El coeficiente de correlacién de Spearman, p, es el equivalente no paramétrico al coeficiente de corre-
lacion lineal, r. Se utiliza en lugar de r cuando:

= Las variables entre las que se analiza la correlacion no siguen distribuciones normales.

= Cuando se quiere poner de manifiesto la relacién entre variables ordinales.

Ademads, a diferencia del coeficiente de correlacién lineal de Pearson, r, el coeficiente de Spearman no
estima especificamente una asociacién lineal entre las variables, sino que es capaz de detectar asociacion
en general. De hecho, las hipdtesis del contraste de asociacién de dos variables mediante p serian:

Hj : No hay asociacion entre las dos variables.

H; : Hay asociacion entre las dos variables.

Para calcular el coeficiente p se utilizan los rangos de los valores (el orden de cada valor), tomando
rangos promedio cuando tengamos dos o mas valores iguales en alguna de las variables. Si tenemos dos
variables X e Y, entre las que queremos ver si hay relacién, con n valores, el primer paso es obtenemos los
rangos: IR, v Ry,, ¢ = 1,...,n. Después se calcula la diferencia entre rangos: d; = R, — Ry,, i =1,...,n,
y posteriormente se calcula p mediante la férmula:

n(n? —1)

Otra forma de obtener el coeficiente p, que conduce exactamente a los mismos resultados que la férmula
anterior, es calcular el coeficiente de correlacion lineal r pero de los rangos en lugar del r de los valores
de partida.

El resultado obtenido para p, igual que con r, siempre esta comprendido entre —1 y 1. Si p esta cercano
o es igual a 1, quiere decir que los rangos crecen a la vez en las dos variables, mientras que si su valor
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estd cercano o es igual a —1, quiere decir que cuando en una variable crecen los rangos en la otra decrecen.
Si esta cercano a 0 quiere decir que no hay correlacién entre los rangos.

Por 1ltimo, una vez obtenido p el contraste de si existe o no asociacion entre las variables se puede
reformular en términos de si p puede o no ser igual a 0:

Hy:p=0.
Hy:p#0.
Para ello se utiliza el estadistico:
pvn —2
V1=p?
q ue, bajo la hipdtesis nula de no asociacién entre las variables (p = 0) y siempre que el tamano muestral

no sea demasiado pequeiio (por ejemplo, n > 10), sigue una distribucién 7' de Student con n — 2 grados
de libertad, lo cual se puede utilizar para calcular el p valor del contraste.

t, =
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2 Ejercicios resueltos

1. Procedemos a lanzar una moneda 30 veces y obtenemos la siguiente secuencia C (cara) y X (Cruz):
X-C-X-C-X-C-X-X-C-C-X-C-C-X-C-X-C-X-X-C-X-C-X-C-X-C-C-X-X-X

Se pide:

a) Crear las variables Secuencia e introducir los datos de la muestra.

Indicacién

Para comprobar, como se pedird en el siguiente apartado, si los datos de una secuencia siguen o no una
distribucién aleatoria, es necesario definir la variable como numérica e introducir un nimero diferente para
cada categoria. Por ejemplo, podemos introducir el valor 1 para la cruz X, y el valor 2 para la cara C.
Posteriormente, se le puede asignar una etiqueta de valor a cada nimero.

b) Comprobar si serfa correcto suponer esa secuencia como aleatoria.

Indicacién
1) Seleccionar el ment Analizar—Pruebas no paramétricas—Cuadro de dialogos antiguo—Rachas.

2) En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable Secuencia y pasarla al campo Contrastar
Variables. En el campo Punto de corte seleccionar la opcién Personalizado, y escoger el valor 1,5 si se
ha introducido la X como 1 y la C como 2 (si se han introducido otros valores numéricos, escoger como
Punto de corte personalizado la media de los dos valores introducidos), y por ultimo hacer click sobre el
botén Aceptar.

¢) ;Qué interpretacién darias al p valor obtenido?

2. Una central de productos lacteos recibe diariamente la leche de dos granjas X e Y. Para analizar la
calidad de la leche, durante una temporada, se controla el contenido de materia grasa de la leche que
proviene de ambas granjas, con los siguientes resultados:

X Y
0,34 0,340,330 0,29
0,32 0,330,230 0,32
0,33 0,30 | 0,30 0,32
0,31 0,32 029 0,31
0,32 0,31
0,32 0,33

a) Crear las variables Grasa y Granja, e introducir los datos de la muestra.
b) Comprobar la hipdtesis de normalidad de los datos en cada grupo.
Indicacién
Para realizar el contraste de normalidad vamos a utilizar el test de Kolmogorov-Smirnov-Lilliefors. Para ello:

1) Seleccionar el menu Analizar—Estadisticos descriptivos—Explorar. ..

2) Seleccionar en Lista de dependientes la variable Grasa, y en Lista de factores la variable Granja. En
Visualizacién debe estar activa la opcién Graficos, y en el botén Graficos debe estar activa la opcién
Graficos con pruebas de normalidad.

¢) Contrastar la hipétesis de igualdad de varianzas (homocedasticidad) entre los datos de los dos
grupos.
Indicacién
Para realizar el contraste de igualdad de varianzas entre los dos grupos, vamos a utilizar el test de Levene.
Para ello:
1) Seleccionar el ment Analizar—Estadisticos descriptivos—Explorar...

2) Seleccionar en Lista de dependientes la variable Grasa, y en Lista de factores la variable Granja. En
Visualizacién debe estar activa la opcién Graficos, y pinchando en el botén Graficos, en Dispersién
por nivel con prueba de Levene se debe escoger la opcién No transformados.
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d) Utilizando el contraste més adecuado, jse puede concluir que existen diferencias significativas en
el contenido medio de grasa segun la procedencia de la leche?
Indicacién
Aunque segun el anilisis anterior, no podemos rechazar la hipétesis de normalidad en los grupos que queremos
comparar y tampoco la igualdad de varianzas en los datos de los dos grupos, pero como la muestra es muy

pequena e incluso uno de los grupos tiene menos de 10 observaciones, lo més correcto seria aplicar el contraste
de la U de Mann Whitney. Para ello:

1) Seleccionar el meni Analizar—Pruebas no paramétricas—Cuadro de didlogos antiguo—2 muestras
independientes.. ..

2) En el cuadro de dialogo que aparece seleccionar la variable Grasa al campo Lista Contrastar variables,
seleccionar la variable Granja al campo Variable de agrupacién y hacer click sobre el botén Definir grupos.

3) En el cuadro de didlogo que aparece introducir en el campo Grupo 1 el valor de la variable Granja co-
rrespondiente a la granja X y en el campo Grupo 2 el correspondiente a la granja Y, hacer click sobre el
botén Continuar y hacer click en el botén Aceptar.

3. Para ver si una campana de publicidad sobre un farmaco ha influido en sus ventas, se tomé una
muestra de 8 farmacias y se midi6 el nimero de unidades de dicho farmaco vendidas durante un mes,
antes y después de la campana, obteniéndose los siguientes resultados:

147
150

163
171

121
132

205
208

132
141

190
184

176
182

147
149

Antes
Después

a) Crear las variables Antes y Despues e introducir los datos de la muestra.
b) Comprobar la hipétesis de normalidad de la variable diferencia.

Indicacién
1) Seleccionar el mend Transformar—Calcular.

2) En el cuadro de didlogo que aparece introducir el nombre de la nueva variable Diferencia en el campo
Variable de destino, en el campo Expresién numérica introducir Antes-Despues y hacer click en el botén
Aceptar.

3) Seleccionar el ment Analizar—Estadisticos descriptivos—Explorar. ..

4) Seleccionar en Lista de dependientes la variable Diferencia. En Visualizacién debe estar activa la
opcién Graficos, y en el botén Graficos debe estar activa la opcién Graficos con pruebas de normalidad.

¢) Utilizando el contraste mds adecuado, jse puede concluir que la campafnia de publicidad ha
aumentado las ventas?
Indicacién
1) Aunque, segtn el andlisis anterior, no podemos rechazar la hipétesis de normalidad en la variable diferen-
cia, como la muestra es muy pequena, lo més correcto seria aplicar el contraste de Wilcoxon.

2) Seleccionar el mend Analizar—Pruebas no paramétricas—Cuadro de didlogos antiguo—2 muestras
relacionadas.

3) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar las variables Antes y Despues al campo Contrastar Pares
y hacer click sobre el botén Aceptar.

4. Se han valorado los cambios en la presién arterial sistélica (antes del tratamiento con el farmaco menos
después del tratamiento, en mm Hg) en quince pacientes, que se dividieron en tres grupos, aplicando
a cada grupo un farmaco diferente. Los resultados obtenidos tras un ano de tratamiento fueron:

Farmaco | Cambio presiéon | Farmaco | Cambio presiéon | Farmaco | Cambio presion
1 12 2 -3 3 1
1 15 2 5 3 5
1 16 2 -8 3 19
1 6 2 -2 3 45
1 8 2 4 3 3

a) Crear las variables Farmaco y Cambio e introducir los datos de la muestra.

b) Generar un diagrama de dispersién con los datos de los 15 pacientes, con el farmaco en el eje X
y el cambio en la presién arterial sistélica en el eje Y. A la vista del diagrama, jcrees que los
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datos presentas homogeneidad de varianzas? jcrees que hay algin grupo con un cambio en la
presién arterial diferente del resto?

Indicacién

1) Seleccionar el menu Graficos—Cuadros de didlogo antiguos—Dispersién/Puntos....
2) Escoger la opcién Dispersion simple, y pinchar en botén Definir.
3) Seleccionar como Eje X la variable Farmaco, y como Eje Y la variable Cambio.

¢) Analizar la normalidad de los datos de los 3 grupos y la homogeneidad de varianzas.

Indicacién
Para analizar la normalidad de los datos de los 3 grupos utilizamos el test de Kolmogorov-Smirnov-Lilliefors,
y para la homogeneidad de varianzas el test de Levene. Para ello:
1) Seleccionar el menu Analizar—Estadisticos descriptivos—Explorar...
2) Seleccionar en Lista de dependientes la variable Cambio, y en Lista de factores la variable Farmaco.
3) Para la prueba de normalidad, en Visualizacién debe estar activa la opcién Graficos, y en el botén
Graficos debe estar activa la opcién Graficos con pruebas de normalidad.
4) Para la prueba de homogeneidad de varianzas, en Visualizacién debe estar activa la opcién Graficos,
y pinchando en el botén Graficos, en Dispersién por nivel con prueba de Levene se debe escoger la
opcién No transformados.

d) Utilizando el contraste més adecuado, jse puede concluir que existen diferencias en los cambios
de la presién sistélica en funcién del farmaco recibido?

Indicacién
En este caso no se cumple la homogeneidad de varianzas, por lo que no se puede aplicar una ANOVA y
tendremos que recurrir al test de Kruskal-Wallis.

1) Seleccionar el meni Analizar—Pruebas no paramétricas—Cuadro de didlogos antiguo—k muestras
independientes.

2) En el cuadro de dialogo que aparece seleccionar la variable Cambio al campo Lista Contrastar variables,
seleccionar la variable Farmaco al campo Variable de agrupacién y hacer click sobre el botén Definir
rango.

3) En el cuadro de didlogo que aparece introducir en el campo Minimo el valor 1, y en el campo Maximo el
valor 3, hacer click sobre el botén Continuar y hacer click en el botén Aceptar.

e) (Entre qué grupos se dan las diferencias significativas?

Indicacién

Para analizar entre qué grupos se dan las diferencias significativas mediante un test no paramétrico, hay que
utilizar la U de Mann Whitney, y ver si hay diferencias significativas entre todas las categorias de la variable
Farmaco tomadas dos a dos; es decir, hay que ver si hay diferencias entre 1-2, 1-3 y 2-3. Posteriormente, el p
valor obtenido en cada uno de los andlisis lo multiplicamos por 3 que es el namero de categorias de la variable
Farmaco. Por ejemplo, para la comparacién 1-3:

1) Seleccionar el meni Analizar—Pruebas no paramétricas—Cuadro de didlogos antiguo—2 muestras
independientes....

2) En el cuadro de dialogo que aparece seleccionar la variable Cambio al campo Lista Contrastar variables,
seleccionar la variable Farmaco al campo Variable de agrupacién y hacer click sobre el botén Definir
grupos.

3) En el cuadro de didlogo que aparece introducir en el campo Grupo 1 el valor 1 (valor de la variable Farmaco
correspondiente al primero de los grupos que consideramos), y en el campo Grupo 2 el valor 3 (valor de
la variable Farmaco correspondiente al segundo de los grupos que consideramos). Posteriormente, hacer
click sobre el botén Continuar y hacer click en el botén Aceptar.

4) Una vez obtenido el p-valor, no olvidar multiplicar por 3.

5. Se quiere contrastar la dificultad de cuatro modelos de examen que se van a poner en la convocatoria
ordinaria de la asignatura de bioestadistica. Para ello se pide a cinco profesores diferentes que valoren
cada uno de los modelos de 0 a 10, y los resultados fueron:
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Modelol | Modelo2 | Modelo3 | Modelo4
Profesorl 6 8 5 8
Profesor2 5 4 7 9
Profesor3 5 4 5 6
Profesor4 7 4 6 7
Profesorb 6 3 7 8

a) Crear las variables Modelol, Modelo2, Modelo3 y Modelo4 e introducir los datos de la muestra.

b) jPodemos afirmar que el grado de dificultad de los modelos es diferente? Utilizar un test de
Friedman para dar respuesta a la pregunta.
Indicacién
1) Seleccionar el mend Analizar—Pruebas no paramétricas—Cuadro de didlogos antiguo—K muestras
relacionadas.

2) En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar las variables modelol, modelo2, modelo3 y modelo4 al
campo Variables de contraste y hacer click sobre el botén Aceptar.

6. El test de Apgar es un examen clinico de neonatologia en donde el médico realiza una prueba medida
en 3 estdndares sobre el recién nacido para obtener una primera valoracién simple (macroscépica) y
clinica sobre el estado general del neonato después del parto. El recién nacido es evaluado de acuerdo
a cinco parametros fisioanatémicos simples, que son: color de la piel, frecuencia cardiaca, reflejos, tono
muscular y respiracién. A cada parametro se le asigna una puntuacién entre 0 y 2, y sumando las cinco
puntuaciones se obtiene el resultado del test. El test se realiza al minuto, a los cinco minutos y, en
ocasiones, a los diez minutos de nacer. La puntuacién al primer minuto evalia el nivel de tolerancia del
recién nacido al proceso del nacimiento y su posible sufrimiento, mientras que la puntuacién obtenida
a los 5 minutos evalia el nivel de adaptabilidad del recién nacido al medio ambiente y su capacidad
de recuperacién.

En la siguiente tabla se refleja la puntuacion obtenida por 22 recién nacidos en el test de Apgar al
minuto y a los cinco minutos de haber nacido:

Apgarl 10 3 8 9 8 9 8 8 8 8 7
Apgar5 10 6 9 10 9 10 9 9 9 9 9
Apgarl 8 6 8 9 9 9 9 8 9 3 9
Apgar5 9 6 8 9 9 9 9 8 9 3 9

Con los datos anteriores se pretende realizar un contraste de hipdtesis para analizar si existe o no
relacién entre las dos puntuaciones. Para ello:
a) Crear las variables Apgarl y Apgar5 e introducir los datos de la muestra.
b) Comprobar si las variables siguen distribuciones normales.
Indicacién

1) Seleccionar el menu Analizar—Estadisticos descriptivos—Explorar. ..

2) Seleccionar en Lista de dependientes la variables Apgarl y Apgar2, y dejar vacia la Lista de factores.
En Visualizacién debe estar activa la opcién Graficos, y en el botén Gréaficos debe estar activa la opcién
Graficos con pruebas de normalidad.

¢) Realizar el contraste de hipdtesis bilateral: Hy: No hay relacién entre las variables, Hy: Si que
hay relacién.
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3

a)

Ejercicios propuestos

El departamento de calidad de un laboratorio farmacéutico, recoge una muestra de una de las
maquinas que producen ampollas de suero fisiolégico y comprueba los siguientes resultados, C
(correcto) y D (Defectuoso):

C-C-C-C-D-C-C-C-C-D-D-D-C-C-C-C-C-C-C-C-C-C-D-D-D-C-C-C-C-D-D-D-C-C-C-C-C-C-D-
D-C-C-C-C-C

iSe puede considerar que el resultado obtenido sigue una secuencia aleatoria?

Se ha realizado un estudio para investigar el efecto del ejercicio fisico en el nivel de colesterol en
la sangre. En el estudio participaron once personas, a las que se les midié el nivel de colesterol
antes y después de desarrollar un programa de ejercicios. Los resultados obtenidos fueron los
siguientes:

Nivel Previo 223 | 212 | 221 | 210 | 225 | 202 | 198 | 200 | 185 | 220
Nivel Posterior | 226 | 211 | 222 | 212 | 225 | 201 | 196 | 217 | 130 | 220

Utilizando el contraste mas adecuado, ;se puede concluir que el ejercicio fisico disminuye el nivel
de colesterol?

Dos quimicos A y B realizan respectivamente 14 y 16 determinaciones de la actividad radiactiva
de una muestra de material. Sus resultados en Curios:

A B
263.10 262.60 | 286.53 254.54
262.10 259.60 | 284.55 286.30
257.60 262.20 | 272.52 282.90
261.70 261.20 | 283.85 253.75
260.70 259.20 | 252.01 245.26
269.13 268.63 | 275.08 266.08
268.13 217.00 | 267.53 252.05
253.82  269.81

Utilizando el contraste méas adecuado, jse puede concluir que existen diferencias significativas en
la actividad detectada por cada quimico?

En un hospital se estdn evaluando dos tratamientos diferentes para ver si existen diferencias
entre ellos, para lo cual se seleccionaron dos grupos de 32 pacientes cada uno y se aplicé un
tratamiento a cada grupo. Los resultados fueron:

Empeoraron | Igual | Mejoraron | Curaron
A 9 12 5 6
B 5 6 11 10

Utilizando el contraste méas adecuado, jse puede concluir que existen diferencias significativas
entre ambos tratamientos?

Queremos comparar las calificiaciones iniciales de un grupo de 20 alumnos, con las obtenidas al
final del curso, pera ver si existen diferencias, las calificaciones fueron (SS suspenso, A aprobado,
N notable y SB sobresaliente):

Alumno 1 2 |3 4 5 6 7 8 9 10
Calificacién Inicial | SS| A | A | SS | N SS|SS|SB|A | A
Calificacién Final A A|SS| A SB| N A N SS | A

Alumno 11 [ 12|13 |14 |15 |16 | 17 | 18 | 19 | 10
Nota Inicial | SS | N | A [ SS|SB|A | N |SS| A | SB
Nota Final SB|A|N|A |SB|A|N|A |N|SB

Utilizando el contraste méas adecuado, jse puede concluir que existen diferencias significativas
entre las calificaciones al comienzo y al final del curso?
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f) Disponemos de la evaluacién que han obtenido tres grupos de practicas de las asignatura de
bioestadistica (MM muy mal, M mal, R regular, B bien y MB muy bien):

Grupo 01 | R B|R|M|MM| B MB | R M| B M|R|R MM
Grupo 02 | B R|M|B |R M B MB | M| R M| R
Grupo03 | MB |B | M | R | B MB | B R B |MB|B | R|MB

Utilizando el contraste mas adecuado, jse puede concluir que existen diferencias significativas en
la evaluacién de los diferentes grupos?

Para comparar las dificultades presentados por un grupo de problemas de l6gica, se han seleccio-
nado aleatoriamente a ocho individuos a los que se les ha planteado tres pruebas iguales, a cada
uno y se han anotado los tiempos, en minutos, que han tardado en resolverlos. Los resultados

obtenidos son:

Prueba 1 | Prueba 2 | Prueba 3
38 6 35
22 4 9
14 8 8
8 2 4
6 4 8
10 14 10
14 2 5
8 6 3

Utilizando el contraste mas adecuado, jse puede concluir que existen diferencias significativas en
los tiempos de resoluciéon de las tres pruebas?

La siguiente tabla muestra los datos de 9 pacientes con anemia aplastica:

Reticulocitos (%)

36 | 2,0

03 | 03

0,2

3,0

0,0

1,0

2,2

Linfocitos (por mm?)

1700 | 3078

1820 | 2706

2086

2299

676

2088

2013

Mediante el adecuado contraste de hipétesis basado en el coeficiente de correlacién de Spearman,
Jexiste relacién entre ambas variables?
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Contrastes Basados en el Estadistico

X2

1 Fundamentos teoricos

Existen multitud de situaciones en el ambito de la salud, o en cualquier otro dmbito, en las que el
investigador esta interesado en determinar posibles relaciones entre variables cualitativas. Un ejemplo
podria ser el estudio de si existe relacion entre las complicaciones tras una intervencion quirtrgica y
el sexo del paciente, o bien el hospital en el que se lleva a cabo la intervenciéon. En este caso, todas
las técnicas de inferencia vistas hasta ahora para variables cuantitativas no son aplicables, y para ello
utilizaremos un contraste de hipétesis basado en el estadistico x? (Chi-cuadrado).

Sin embargo, aunque éste sea su aspecto mas conocido, el uso del test no se limita al estudio de
la posible relacién entre variables cualitativas, y también se aplica para comprobar el ajuste de la
distribucién muestral de una variable, ya sea cualitativa o cuantitativa, a su hipotético modelo tedrico
de distribucion.

En general, este tipo de tests consiste en tomar una muestra y observar si hay diferencia significativa
entre las frecuencias observadas y las especificadas por la ley tedrica del modelo que se contrasta,
también denominadas frecuencias esperadas.

Podriamos decir que existen dos grandes bloques de aplicaciones bésicas en el uso del test de la x?:

a) Test de ajuste de distribuciones. Es un contraste de significacién para saber si los datos
de la poblacién, de la cual hemos extraido una muestra, son conforme a una ley de distribuciéon
tedrica que sospechamos que es la correcta.

Por ejemplo: disponemos de 400 datos que, a priori, siguen una distribucién de probabilidad
uniforme, pero jes estadisticamente cierto que se ajusten a dicho tipo de distribucién?

b) Test para tablas de contingencia. En las que se parte de la tabla de frecuencias bidimensional
para las distintas modalidades de las variables cualitativas. Aunque muy a menudo el test de la
x? aplicado en tablas de contingencia se denomina prueba de independencia, en realidad se aplica
en dos disenios experimentales diferentes, que hacen que se clasifique en dos bloques diferentes:

1) Prueba de independencia. Mediante la que el investigador pretende estudiar la relacién
entre dos variables cualitativas en una poblacién.
Por ejemplo: tenemos una muestra de 200 enfermos (el investigador tan sélo controla el total
en una muestra) operados de apendicitis en 4 hospitales diferentes y queremos ver si hay
relacién entre la posible infeccion postoperatoria y el hospital en el que el paciente ha sido
operado.

2) Prueba de homogeneidad. Mediante la que el investigador pretende ver si la proporcién
de una determinada caracteristica es la misma en poblaciones, tal vez, diferentes.
Por ejemplo: tenemos dos muestras diferentes, una de ellas de 100 individuos VIH positivos, y
otra de 600 VIH negativos (el investigador controla el total en ambas muestras), y queremos
analizar si la proporcién de individuos con problemas gastrointestinales es la misma en
ambas.

Por ultimo, aunque el test de la Chi-cuadrado es muy importante en el anélisis de las relaciones entre
variables cualitativas, su aplicacién puede conducir a errores en determinadas situaciones; sobre todo
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cuando los tamanos muestrales son pequenos, lo cual conduce a que en algunas categorias apenas
tengamos individuos y ello invalida los supuestos de aplicacién del test; y también cuando tenemos
variables cualitativas analizadas en los mismos individuos pero en diferentes tiempos, es decir, me-
diante datos pareados. Para el primer caso, cuando el niimero de individuos en alguna categoria es
muy pequeno, se utiliza el test Exacto de Fisher, mientras que en el segundo, con datos pareados, se
utiliza el test de McNemar.

1.1 Contraste x? de Pearson para ajuste de distribuciones

Es el contrate de ajuste mas antiguo y es valido para todo tipo de distribuciones. Para analizar una
muestra de una variable agrupada en categorias (aunque sea cuantitativa), evaluando una hipdtesis
previa sobre probabilidad de cada modalidad o categoria, se realiza un contraste de hipotesis Chi-
cuadrado de bondad de ajuste.

El contraste se basa en hacer un recuento de los datos y comparar las frecuencias observadas de cada
una de las modalidades con las frecuencias esperadas por el modelo tedrico que se contrasta. De este

modo, se calcula el estadistico:
k

2
2 (0; — E;)
X - Z E7, )
i=1

donde O; son las frecuencias observadas en la muestra en la modalidad i, y F; son las frecuencias
esperadas para la misma modalidad segin el modelo tedrico. Las frecuencias esperadas se calculan
multiplicando el tamano de la muestra por la probabilidad de la correspondiente modalidad segtn el

modelo tedrico, es decir E; = np;, siendo p; la probabilidad de la modalidad <.

Si la poblacién de la que se ha obtenido la muestra sigue el modelo de distribucion tedrica, el estadistico
anterior se distribuye como x? con k—1 grados de libertad, donde k es el niimero de modalidades de la
variable. Un valor del estadistico x? grande indica que las distribuciones de las frecuencias observadas
y esperadas son bastantes diferentes, mientras que un valor pequeno del estadistico indica que hay
poca diferencia entre ellas.

La prueba x? de bondad del ajuste es vélida si todas las frecuencias esperadas son mayores o iguales que
1 y no més de un 20 % de ellas tienen frecuencias esperadas menores que 5. Si no se cumple lo anterior,
entonces las categorias implicadas deben combinarse con categorias adyacentes para garantizar que
todas cumplen la condicién. Si las categorias corresponden a variables cuantitativas categorizadas, no
tienen necesariamente que corresponder a la misma amplitud de variable.

1.2 Contraste \? en tablas de contingencia

Como ya hemos visto, el contraste de la x? en tablas de contingencia sirve para establecer relaciones
entre variables cualitativas (o cuantitativas categorizadas), entre las que no puede realizarse un andlisis
de regresién y correlacién, y tanto para determinar independencia entre variables, como homogenei-
dad entre poblaciones (igual proporcién de una determinada caracteristica). Para ello, describimos
el proceso metodolégico en el caso de independencia entre variables, que en la préactica, y aunque
conceptualmente son casos diferentes, es el mismo también para la homogeneidad entre poblaciones.

Por tablas de contingencia se entiende aquellas tablas de doble entrada donde se realiza una clasifi-
cacion de la muestra de acuerdo a un doble criterio de clasificacién. Por ejemplo, la clasificacién de
unos individuos de acuerdo a su sexo y su grupo sanguineo crearia una tabla donde cada celda de la
tabla representaria la frecuencia bivariante de las caracteristicas correspondientes a su fila y columna
(por ejemplo mujeres de grupo sanguineo A). Si se toma una muestra aleatoria de tamafio n en la
que se miden ambas variables y se representan las frecuencias de los pares observados en una tabla
bidimensional, tenemos:
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X/Y Yi
ZT; nij n;
nj n

Donde n;; es la frecuencia absoluta del par (z;,y;), n; es la frecuencia marginal de la modalidad x;
y n; es la frecuencia marginal de la modalidad y;. Dichas frecuencias aparecen en los margenes de
la tabla de contingencia sumando las frecuencias por filas y columnas, y por ello se conocen como
frecuencias marginales.

Siguiendo un procedimiento parecido al del apartado anterior, se comparan las frecuencias observa-
das en la muestra (frecuencias reales) con las frecuencias esperadas (frecuencias tedricas). Para ello,
calculamos la probabilidad de cada casilla de la tabla teniendo en cuenta que si ambas variables son
independientes la probabilidad de cada celda surge como un producto de probabilidades (probabili-
dad de la interseccién de dos sucesos independientes) p;; = p;p; = %%’ De este modo, obtenemos la
frecuencia esperada como:
Bi = npyy = "5 TN
nn n
Y con ello se calcula el estadistico de la Chi-cuadrado de Pearson:

s (04 — Ey)?
X2 = Z]: E

En el caso de que X e Y fuesen independientes, este estadistico presenta una distribuciéon Chi-cuadrado
con (f —1)(c—1) grados de libertad, donde f es el nimero de filas de la tabla de contingencia y c el
nimero de columnas. Un valor del estadistico Chi-cuadrado grande indica que las distribuciones de
las frecuencias observadas y esperadas son bastantes diferentes, y por lo tanto falta de independencia;
mientras que un valor pequeno del estadistico indica que hay poca diferencia entre ellas, lo cual nos
indica que son independientes.

Este test es adecuado si las frecuencias esperadas para cada celda valen como minimo 1 y no maés de
un 20 % de ellas tienen frecuencias esperadas menores que 5. En el caso de una tabla 2x2, estas cifras
se alcanzan s6lo cuando ninguna frecuencia esperada es menor que 5. Si esto no se cumple, puede,
entre otras, utilizarse una prueba para pequenas muestras llamada prueba exacta de Fisher.

1.3 Test exacto de Fisher

Este test se puede utilizar cuando no se cumplan las condiciones necesarias para aplicar el test de
la Chi cuadrado (méds de un 20% de las frecuencias esperadas para cada celda son menores que
5). Aunque, dada la gran cantidad de cdlculos necesarios para llegar al resultado final del test, los
programas de Estadistica sélo lo calculaban para tablas de contingencia 2x2, en versiones actuales
pueden incorporar médulos especificos que amplian la capacidad del nicleo del programa base, y que
si que permiten evaluar el test de Fisher en tablas con mas categorias. Por ejemplo, en PASW, si
se ha instalado el médulo de Pruebas Exactas, se puede calcular el test Exacto de Fisher en tablas
generales con F categorias en las filas y C categorias en las columnas.

El test Exacto de Fisher estd basado en la distribucion exacta de los datos y no en aproximaciones
asintdticas, y presupone que los marginales de la tabla de contingencia estan fijos. El procedimiento
para su calculo consiste en evaluar la probabilidad asociada, bajo el supuesto de independencia, a todas
las tablas que se pueden formar con los mismos totales marginales que los datos observados y variando
las frecuencias de cada casilla para contemplar todas las situaciones en las que hay un desequilibrio de
proporciones tan grande o més que en la tabla analizada. Para el cdlculo de la probabilidad asociada
a cada tabla se utiliza la funcién de probabilidad de una variable discreta hipergeométrica.

Aunque generalmente el test Exacto de Fisher es mds conservador que la Chi cuadrado (resulta més
complicado que detecte diferencias estadisticamente significativas entre las proporciones), no obstante
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tiene la ventaja de que se puede aplicar sin ninguna restriccion en las frecuencias de las casillas de la
tabla de contingencia.

1.4 Test de McNemar para datos emparejados

Hasta ahora hemos supuesto que las muestras a comparar eran independientes, es decir dos grupos
diferentes en los que se habia mirado una determinada caracteristica. Por lo tanto, hemos realiza-
do comparaciones de proporciones de individuos que presentan una determinada caracteristica en
dos grupos distintos, pero también nos podemos plantear comparar la proporciéon de individuos que
presentan esa caracteristica en un mismo grupo de individuos pero analizados en dos momentos dife-
rentes. En este dltimo caso se habla comparacion de proporciones en datos emparejados, pareados o
apareados.

Por ejemplo, si queremos ver si existen o no diferencias en la mejora de los sintomas de una deter-
minada enfermedad, y para ello aplicamos dos farmacos distintos a un grupo de individuos en dos
momentos diferentes en los que hayan contraido la misma enfermedad. En este caso, podria pensarse
que resultaria adecuado aplicar tanto la chi cuadrado como el test exacto de Fisher para determinar
si existe diferencias entre ambos farmacos en la proporcién de pacientes curados, pero aqui hay una
diferencia fundamental con los casos anteriores y es que s6lo tenemos un grupo de pacientes y no dos.
En este tipo de estudios se reduce considerablemente la variabilidad aleatoria, ya que es un mismo
individuo el que se somete a los dos tratamientos, y el que manifieste mejoria en los sintomas no
dependerd de otros factores tan importantes como, por ejemplo, la edad, el sexo o el tipo de alimen-
tacién, que pueden influir pero que tal vez no se controlen adecuadamente en un diseno de grupos
independientes. Al reducir la variabilidad aleatoria mediante datos emparejados, pequenas diferencias
entre las proporciones pueden llegar a ser significativas, incluso con tamanos muestrales pequenos,
lo cual se traduce en que este tipo de disenos del experimento resultan més eficientes a la hora de
obtener resultados estadisticamente significativos.

No obstante, nuevos disenos implican nuevas formas de tratar los datos, y el procedimiento més
adecuado es el que se utiliza en el test de McNemar para datos emparejados. Para su aplicacién en
nuestro ejemplo, se deberia construir una tabla con 4 casillas en las que se contabilicen: las personas
que han obtenido una mejoria de los sintomas con los dos farmacos, los que han obtenido con el
primero y no con el segundo, los que han obtenido con el segundo y no con el primero y los que no
han obtenido mejoria con ninguno.

Mejorfa 1° \ Mejorfa 2° Si No Totales
Si a b a+b
No c d c+d
Totales at+c|b+d|n=a+b+c+d

Con ello, la proporcién muestral de pacientes que han experimentado mejoria con el medicamento 1
vale: p1 = (a + b)/n, e igualmente con el 2: p = (a + ¢)/n, y podemos plantear el contraste cuya
hipdtesis nula es que no hay diferencia de proporciones poblacionales entre ambos medicamentos:
Hy : p1 = p2, que puede realizarse sin mas que tener en cuenta el oportuno intervalo de confianza
para la diferencia de proporciones, o también que, en el supuesto de igualdad de proporciones

b—c
Vo+c

es un estadistico que sigue una distribucién normal tipificada, y

X2 _ (bb* 0)2
+c

es un estadistico que sigue una distribucién Chi-cuadrado con un grado de libertad. Con cualquiera
de ellos, se podria calcular el p-valor del contraste.
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2 Ejercicios Resueltos

a) Dadas dos parejas de genes Aa y Bb, la descendencia del cruce efectuado segun las leyes de
Mendel, debe estar compuesto del siguiente modo:

Fenotipo Frecuencias Relativas

AB 9/16 = 0,5625
Ab 3/16 = 0,1875
aB 3/16 = 0,1875
ab 1/16 = 0,0625
Elegidos 300 individuos al azar de cierta poblacién, se observa la siguiente distribucién de fre-
cuencias:
Fenotipo Frecuencias Observadas
AB 165
Ab 47
aB 67
ab 21
Se pide

1) Crear las variables fenotipo y frecuencia e introducir los datos de la muestra.
2) Ponderar los datos mediante la variable frecuencia.
Indicacién
a’ Seleccionar el menti Datos—Ponderar casos.

b’ En el cuadro de didlogo resultante activar la opcién Ponderar casos mediante, seleccionar la variable
frecuencia en el campo Variable frecuencia y hacer click en el botén Aceptar.

3) Comprobar si esta muestra cumple las leyes de Mendel.
Indicacién
a’ Seleccionar el mend Analizar—Pruebas no paramétricas—Cuadro de didlogo
antiguos—Chi-cuadrado.

b’ En el cuadro de didlogo que aparece seleccionar la variable fenotipo al campo Lista Contrastar
Variables, y en Valores esperados marcar la opcién valores e introducir las proporciones segin las
leyes de Mendel y siguiendo el orden en el que aparecen los fenotipos, y hacer click sobre el botén
Aceptar.

4) A la vista de los resultados del contraste, jse puede aceptar que se cumplen las leyes de
Mendel en los individuos de dicha poblacion?

b) En un estudio sobre tlceras pépticas se determing el grupo sanguineo de 1655 pacientes ulcerosos
y 10000 controles, los datos fueron:

O A B AB
Paciente 911 579 | 124 | 41
Controles | 4578 | 4219 | 890 | 313

1) Crear las variables participantes, grupo_sanguineo y frecuencia e introducir los datos.
2) Ponderar los datos mediante la variable frecuencia.

Indicacién
a’ Seleccionar el menti Datos—Ponderar casos.

b’ En el cuadro de didlogo resultante activar la opcién Ponderar casos mediante, seleccionar la variable
frecuencia en el campo Variable frecuencia y hacer click en el botén Aceptar.

3) Construir la tabla de contingencia y realizar el contraste Chi-cuadrado.
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Indicacién

a’ Seleccionar el ment Analizar—Estadisticos Descriptivos—Tablas de contingencia.

b’ En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable participantes al campo Filas y la variable
grupo_sanguineo al campo Columnas, y hacer click sobre el botén Estadisticos.

¢’ En el cuadro de didlogo que aparece, marcar la casilla Chi-cuadrado y hacer click en el botén Continuar.

d’ En el cuadro de didlogo inicial, hacer click sobre el botén Casillas.

e’ En el cuadro de didlogo que aparece, marcar las casillas Frecuencias observadas y Esperadas, y hacer
click sobre el botén Continuar y Aceptar.

4) A la vista de los resultados del contraste, jexiste alguna relacién entre el grupo sanguineo y
la tlcera péptica?, es decir, jse puede concluir que la proporcién de pacientes y de controles
es diferente dependiendo del grupo sanguineo?

¢) Mitchell et al. (1976, Annals of Human Biology), partiendo de una muestra de 478 individuos,
estudiaron la distribucion de los grupos sanguineos en varias regiones del sur-oeste de Escocia,
obteniendo los resultados que se muestran:

Eskdale | Annandale | Nithsdale
A 33 54 98 185
B 6 14 35 55
(0] 56 52 115 223
AB 5 5 5 15
100 125 253 478

1) Crear las variables grupo_sanguineo, regién y frecuencia e introducir los datos.
2) Ponderar el estudio, por la variable frecuencia
Indicacién
a’ Seleccionar el meni Datos—Ponderar casos.

b’ En el cuadro de didlogo resultante activar la opcién Ponderar casos mediante, seleccionar la variable
frecuencia en el campo Variable frecuencia y hacer click en el botén Aceptar.

3) Counstruir la tabla de contingencia y realizar el contraste Chi-cuadrado.
Indicacién
a’ Seleccionar el ment Analizar—Estadisticos Descriptivos—Tablas de contingencia.

b’ En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable grupo-sanguineo al campo Filas y la
variable regién al campo Columnas, y hacer click sobre el botén Estadisticos.

¢’ En el cuadro de didlogo que aparece, marcar la casilla Chi-cuadrado y hacer click en el botén Continuar.
d’ En el cuadro de didlogo inicial, hacer click sobre el botén Casillas.

e’ En el cuadro de didlogo que aparece, marcar las casillas Frecuencias observadas y Esperadas, y hacer
click sobre el botén Continuar y Aceptar.

4) En vista de los resultados del contraste, ;se distribuyen los grupos sanguineos de igual manera
en las diferentes regiones?

d) En un estudio para saber si el habito de fumar esta relacionado con el sexo, se ha preguntado a
26 personas. De los 9 hombres consultados 2 respondieron que fumaban, mientras que de las 17
mujeres consultadas, 6 fumaban. ;Podemos afirmar que existe relaciéon entre ambas variables?

1) Crear las variables sexo, fuma y frecuencia e introducir los datos.
2) Ponderar el estudio, por la variable frecuencia
Indicacién
a’ Seleccionar el meni Datos—Ponderar casos.

b’ En el cuadro de didlogo resultante activar la opcién Ponderar casos mediante, seleccionar la variable
frecuencia en el campo Variable frecuencia y hacer click en el botén Aceptar.

3) Construir la tabla de contingencia y realizar el contraste Chi-cuadrado.
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Indicacién
a’ Seleccionar el ment Analizar—Estadisticos Descriptivos—Tablas de contingencia.

b’ En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable sexo al campo Filas y la variable fuma al
campo Columnas, y hacer click sobre el botén Estadisticos.

¢’ En el cuadro de didlogo que aparece, marcar la casilla Chi-cuadrado y hacer click en el botén Continuar.
d’ En el cuadro de didlogo inicial, hacer click sobre el botén Casillas.

e’ En el cuadro de didlogo que aparece, marcar las casillas Frecuencias observadas y Esperadas, y hacer
click sobre el botén Continuar y Aceptar.

4) En vista de los resultados del contraste, jse distribuyen los fumadores de igual manera en
ambos sexos?
Indicacién
En este caso el procedimiento a seguir es igual que para la Chi cuadrado, pero vemos que ahora no se
cumplen las condiciones para poder aplicar esta prueba, por eso nos tendremos que fijar en el Estadistico
exacto de Fisher, que si podemos aplicar, teniendo en cuenta si estamos realizando un contraste bilateral o
unilateral.

e) Para probar la eficacia de dos farmacos diferentes contra las migranas, se seleccionaron a 20
personas que padecian migranas habitualmente, y se les dié a tomar a cada uno los farmacos
en momentos diferentes. Luego se les pregunté si habian obtenido mejoria o no con el farmaco
tomado. Los resultados fueron los siguientes:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Farmaco 1 | Si Si | S| Si Si | No | Si Si
Farmaco 2 | No | No Si | No | No | No | No

wn

N

Z

9

w|wn

QR
Z
o

11 12 | 13 | 14 15 | 16 | 17 18 19 20
Farmacol | S{ | No | S Si | S{| ST | No| S{ | Si
Farmaco2 | SI | No| S | No | No | Si | No| Si | No | No

NN
Z
o

1) Crear las variables Mejora_Farmacol, y Mejora_Farmaco?2 e introducir los datos.

2) Counstruir la tabla de contingencia y realizar el contraste de McNemar.
Indicacién

Seleccionar el ment Analizar—Estadisticos Descriptivos—Tablas de contingencia.

b’ En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable Mejora_Farmacol al campo Filas y la
variable Mejora_Farmaco2 al campo Columnas, y hacer click sobre el botén Estadisticos.

¢’ En el cuadro de didlogo que aparece, marcar la casilla McNemar y hacer click en el botén Continuar.
d’ En el cuadro de didlogo inicial, hacer click sobre el botén Casillas.

e’ En el cuadro de didlogo que aparece, marcar las casillas Frecuencias observadas y Esperadas, y hacer
click sobre el botén Continuar y Aceptar.

3) En vista de los resultados del contraste, ;podemos afirmar que existen diferencias significativas
entre los dos farmacos?
Indicacién
Otra forma de realizar este mismo contraste, seria seleccionado el mend Analizar—Pruebas no
paramétricas—Cuadros de didlogo antiguos—2 muestras relacionadas. Luego pasar las dos variables
a contrastar al cuadro Contrastar pares, marcar la casilla McNemary hacer click sobre el botén Aceptar
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3

a)

b)

Ejercicios propuestos

Supongamos que queremos comprobar si un dado estd bien equilibrado o no. Lo lanzamos 1200
veces, y obtenemos los siguientes resultados:

Numero Frecuencias de aparicién
1 120

275

95

310

85

315

O UL W N

1) A la vista de los resultados, jse puede aceptar que el dado estd bien equilibrado?

2) Nos dicen que, en este dado, los niimeros pares aparecen con una frecuencias 3 veces superior
a la de los impares. Contrastar dicha hipdtesis.

Se realiza un estudio en una poblaciéon de pacientes criticos hipotéticos y se observan, entre
otras, dos variables, la evolucién (si sobreviven SV o no NV) y la presencia o ausencia de coma,
al ingreso. Se obtienen los siguientes resultados:

No coma | Coma
SV 484 37 521
NV 118 89 207
602 126 728

Nos preguntamos: jes el coma al ingreso un factor de riesgo para la mortalidad?

La recuperacion producida por dos tratamientos distintos A y B, se clasifican en tres categorias:
muy buena, buena y mala. Se administra el tratamiento A a 32 pacientes y el B a otros 28. De
las 22 recuperaciones muy buenas, 10 corresponden al tratamiento A; de las 24 recuperaciones
buenas, 14 corresponden al tratamiento A y de las 14 que tienen una mala recuperacién, 8 co-
rresponden al tratamiento A. ;Son igualmente efectivos ambos tratamientos para la recuperaciéon
de los pacientes?

Para contrastar la hipotesis de que las mujeres tienen mas éxito en sus estudios que los hombres,
se ha tomado una muestra de 10 chicos y otra de 10 chicas que han sido examinados por un
profesor que aprueba siempre al 40 % de los alumnos presentados a examen. Teniendo en cuenta
que sélo aprobaron 2 chicos, utiliza el test de hipétesis mas adecuado para decidir si la citada
hipétesis es cierta.

Se ha preguntado a los 150 alumnos de un curso, si estaban de acuerdo o no, con la metodologia
de ensenanza de dos profesores, distintos que les han dado clase en la asignatura de bioestadistica.
Los resultados se recogen en la siguiente tabla:

Profesor 1 \ Profesor 2 | Opinién favorable | Opinién desfavorable
Opinién favorable 37 48
Opinién desfavorable 44 21

,Podemos afirmar que existe diferente opinion por parte de los alumnos, sobre los dos profesores?
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Analisis de Concordancia

1 Fundamentos teoricos

1.1 Introduccion

La medicién es un proceso que aparece siempre tanto en la practica como en la investigacién clinica.
Hay variables que son sencillas de medir, como puede ser el peso, pero hay otras que conllevan cierto
grado de subjetividad, como la intensidad del dolor, que hacen especialmente dificil su mediciéon. En
cualquier caso, el proceso de medicién lleva asociado algin grado de error. Existen factores asociados
a los individuos, al observador o al instrumento de medida que pueden influir en los resultados de las
mediciones. Se denomina wvalidez de una medicién a la capacidad de poder medir lo que realmente se
quiere medir mientras que se denomina fiabilidad o reproducibilidad de una medicién a la capacidad
de poder obtener un mismo valor cuando la medicién se realiza sobre la misma muestra en mas
de una ocasién en condiciones similares. Los términos concordancia y acuerdo son sindénimos de
reproducibilidad. En los estudios que tratan de evaluar la validez de una medida se comparan sus
resultados con los obtenidos mediante una prueba de referencia (gold standard) que se sabe vilida
y fiable. Cuando se trata de estudiar la fiabilidad de una medicién, se repite el proceso de medida
para evaluar la concordancia obtenida entre las diferentes mediciones. En un estudio de la fiabilidad
pueden valorarse los siguientes aspectos:

Concordancia intraobservador: tiene por objetivo evaluar el grado de coincidencia de las medi-
ciones efectuadas por un mismo observador en las mismas condiciones.

Concordancia interobservador: tiene por objetivo evaluar el grado de coincidencia de las medi-
ciones efectuadas por dos observadores en un mismo individuo.

Concordancia entre métodos de medicion: tiene por objetivo evaluar el grado de coincidencia
de las mediciones efectuadas con diferentes métodos de medida.

La concordancia entre mediciones es de gran interés en la practica clinica. Las técnicas de anélisis
de la concordancia dependen del tipo de variable a estudiar. En el caso de variables cuantitativas
se utiliza habitualmente el coeficiente de correlacién intraclase, mientras que en el caso de variables
cualitativas el estadistico més utilizado es el indice kappa.

1.2 Concordancia entre dos variables cuantitativas: Coeficiente de corre-
laciéon intraclase

En la investigacion clinica resulta muy frecuente la evaluacién de la fiabilidad, o concordancia, de las
medidas realizadas, pudiéndose distinguir entre dos tipos de situaciones diferentes:

= Aquellas en las que se determina la concordancia en los resultados cuando se repite la medicién
con el mismo instrumento en condiciones idénticas.

= Aquellas en las que se determina hasta qué punto los resultados obtenidos con diferentes instru-
mentos de medida, o con diferentes observadores, concuerdan.
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Por ejemplo, podriamos plantearnos el acuerdo entre las medidas de la presién arterial sistdlica final,
tomadas en los mismos pacientes y en idénticas condiciones (también por el mismo observador),
excepto que una de las medidas se ha hecho con el tensiémetro habitual y la otra con un tensiémetro
electrénico de muneca.

Para analizar la concordancia entre este tipo de variables numéricas, muy a menudo se ha utilizado
r, el coeficiente de correlaciéon de Pearson, pero no resulta un indice adecuado ya que dos instrumen-
tos pueden medir sisteméaticamente cantidades diferentes uno del otro, y sin embargo la correlacién
podria incluso ser perfecta. Por ejemplo, supongamos que la medida del tensiometro de mufieca es
sistematicamente 10 mmHg inferior a la obtenida con el tensiémetro habitual. De esta forma, si lla-
mamos y a la medida del tensiometro de muneca y = a la del habitual, ambas expresadas en mmHg,
concluiremos que y = x — 10 con una correlacién lineal perfecta (r = 1); sin embargo, evidentemente,
la concordancia entre ambos métodos de medida deja bastante que desear. En definitiva, el coeficiente
de correlacion lineal mide la intensidad de la asociacién lineal pero no proporciona informacién sobre
el nivel de acuerdo entre las medidas.

El indice estadistico que permite cuantificar el acuerdo entre variables numéricas es el Coeficiente de
Correlacion Intraclase (CCI), cuyo célculo se basa en un analisis de la varianza (ANOVA) en el que
se tiene en cuenta que la variabilidad total de los datos puede dividirse en tres componentes:

= La variabilidad debida a las diferencias entre los distintos pacientes: P.
= La debida a las diferencias entre observadores o métodos de observacion: O.

» La residual aleatoria inherente a toda medicion: R.

A partir de ello, se define el CCT como el cociente entre la variabilidad debida a los pacientes y la

variabilidad total:
P

[=———
ce P+O+ R’

El valor del CCI siempre se encuentra entre 0 y 1, de tal forma que si la variabilidad debida al
observador (o método de observacién), junto con la residual, son muy pequeinias, el CCI serd muy
préximo a 1, y la concordancia entre las medidas muy buena. Por el contrario, si la variabilidad entre
los pacientes es muy pequena comparada con la que introduce el observador, el CCI serd muy préximo
a 0 y la concordancia mala o muy mala.

Generalmente, para delimitar entre qué valores del C'CI podemos considerar que la concordancia es
muy buena, buena, moderada, mediocre o mala, se utiliza la siguiente tabla:

] Valor de CCIT \ Fuerza de la Concordancia \

ccl>09 Muy buena
0,7<CCI<0,9 Buena
0,6 <CCI<0,7 Moderada
0,3<CCI<0,5 Mediocre

CcCI<0,3 Mala o nula

La tabla anterior nos indica el grado de bondad estadistico de la concordancia, pero para establecer
si una concordancia es clinicamente buena, la respuesta no la puede dar la tabla, sino la experiencia
previa del experimentador, que es quien marca el valor del CCI que considera necesario.

1.3 Concordancia entre dos variables cualitativas: Kappa de Cohen

La existencia o no de relacién entre variables cualitativas se apoya, habitualmente, en el contraste de
Chi Cuadrado (o similares); no obstante, como ya ocurria con las variables cuantitativas, la existencia
de relacién no implica concordancia.

Para entender como se cuantifica la concordancia entre variables cualitativas, supongamos que tene-
mos, por ejemplo, dos médicos diferentes que observan a los mismos 100 pacientes, y los diagnostican
como enfermos o sanos, con los resultados que aparecen en la siguiente tabla de contingencia:
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Médico 1 \ Médico 2 | Enfermos | Sanos | Totales
Enfermos 8 12 20
Sanos 17 63 80
Totales 25 75 100

Evidentemente, la concordancia en el diagndstico seria tanto mejor cuantos mas pacientes se situasen
en las casillas en que coinciden los diagnésticos de los dos médicos y menos en las casillas en que
los diagnoésticos son diferentes. Si como criterio de concordancia simplemente nos fijairamos en la
proporcién de diagnésticos coincidentes, tendriamos 71 pacientes de un total de 100, es decir un 71 %
de acuerdo. No obstante lo anterior, en el caso de que ambos diagnésticos fuesen independientes,
simplemente por azar cabria esperar que, en la casilla correspondiente a un diagnostico de enfermo
por parte de los dos médicos, hubiese una frecuencia esperada de 25 - 20/100 = 5 pacientes, y en
la casilla correspondiente a un diagndstico de sano por parte de ambos médicos 75 - 80/100 = 60
pacientes. Por lo tanto, simplemente por azar se hubiesen producido 65 coincidencias (un 65 % de
acuerdo), con lo cual sélo se han logrado 6 coincidencias més de las que cabria esperar por azar.
Dividiendo esas 6 coincidencias entre las 35 que se hubiesen podido dar como méximo sin tener en
cuenta el azar, obtenemos un porcentaje del 17,1 %, que, ahora si que cuantifica la concordancia sin
tener en cuenta el azar, y que en nada se parece al 71 % de acuerdo que parecia deducirse de los datos
originales.

El ejemplo anterior pone de manifiesto la discrepancia tan grande que puede haber entre la proporcién
o porcentaje de observaciones concordantes P,, también llamada concordancia simple, y la propor-
cién o porcentaje de concordancia mas alld del azar. Esta ultima concordancia es lo que cuantifica
precisamente el indice kappa de Cohen, k, que se calcula como:

Po - Pe
K= ————
1-P,°
Donde P, es la proporcién de observaciones concordantes, y P, es la proporcién de observaciones

concordantes simplemente por azar, suponiendo independientes las dos variables que cruzamos en la
tabla de contingencia.

Sin mas que sustituir en la férmula las proporciones del ejemplo anterior, comprobamos cémo el indice
K tiene un valor de 0,171.

Para interpretar los valores del indice Kappa x se suele utilizar la siguiente tabla:

] Valor de & \ Fuerza de la Concordancia ‘

k> 0,8 Muy buena
0,6 <k<0,8 Buena
04<k<0,6 Moderada
02<k<04 Mediocre

Kk < 0,2 Mala o nula

Por lo tanto el indice kappa obtenido indica que la concordancia del diagnoéstico entre ambos médicos
es mala.

1.4 Concordancia entre dos variables cualitativas ordinales: Kappa pon-
derado

Si el indice kappa & se aplica a variables cualitativas ordinales, la prueba asigna el mismo porcentaje
de desacuerdo a cualquier diferencia de niveles de las variables estudiadas. Es decir, si dos médicos
clasifican el estado de un tumor en una escala de 1 a 4, la no coincidencia no estableceria si dicha
falta de coincidencia es de 1, 2 o 3 niveles. Para evitar este problema se puede utilizar el indice kappa
ponderado en el que se asigna un peso distinto a cada diferencia obtenida entre los dos evaluadores,
pues parece légico asignar mas peso cuanto mayor sea la diferencia entre los niveles.
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El indice Kappa ponderado k,, se calcula mediante:

oy = 1 2 WiaFoii.

> wij Peij
donde P,;; es la proporcién observada en la casilla (4, j) y Pe;; es la proporcién esperada en la casilla
(i,7), es decir la casilla situada en la fila i y en la columna j de la tabla de contingencia. Para asignar
la ponderacién existen dos métodos, el lineal y el cuadratico. En la ponderacién lineal el peso de una
casilla (¢, j) viene dado por w;; = |i — j| mientras que en la ponderacién cuadrética, que es la mas
utilizada, viene dado por w;; = (i — j)*.

Finalmente, hay que indicar que cuando el niimero de evaluaciones es superior a dos, la prueba para
valorar la concordancia entre k variables cualitativas ordinales, es el Coeficiente de Concordancia de
Kendall.
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2 Ejercicios resueltos

a) Se ha medido la presién arterial sistélica en un grupo de 20 pacientes con el tensiémetro habitual
y con un tensiémetro de muneca, obteniéndose los siguientes resultados:

Tensiémetro  Tensidometro Tensiémetro  Tensidometro
habitual de muneca habitual de muneca

112 124 133 126
124 116 115 121
96 88 104 98

106 110 86 94

138 144 93 102
155 150 144 132
86 82 125 120
126 118 112 104
114 120 108 108
92 97 98 98

Se pide
1) Crear las variables tens_habitual y tens_mufieca e introducir los datos de la muestra.
2) Calcular el coeficiente de correlacién intraclase e interpretar el resultado.
Indicacién
a’ Seleccionar el mend Analizar—Escala—Analisis de fiabilidad.

b’ Seleccionar las variables tens_habitual y tens_mufieca al campo Elementos, y hacer click en el botén
Estadisticos.
¢’ En el cuadro de didlogo resultante marcar Coeficiente de correlacién intraclase.

d’ En el campo Modelo: seleccionar la opcién Dos factores, efectos mixtos y en el campo Tipo:
seleccionar la opcién Acuerdo absoluto. Se ha escogido el modelo indicado pues el primer factor de
variabilidad serian los pacientes, que entendemos que se han escogido de forma aleatoria y sus efectos
serian aleatorios, y el segundo factor es el aparato de medida que en nuestro caso es de efectos fijos,
pues el tensiémetro habitual y el de muneca no se han sacado de una muestra aleatoria de tensiémetros.

e’ Hacer click sobre el botén Continuar y Aceptar. arterial obtenidas con el tensiémetro habitual y con
el de munieca es muy buena.

3) Dibujar un grafico de dispersién en el que aparezca la recta de regresién de la presién arterial
medida con el tensiémetro de mufieca en funcién de la medida con el tensiémetro habitual.
Indicacién
a’ Seleccionar el ment Graficos—Cuadros de didlogo antiguos—Dispersién/Puntos, elegir la opcién
Dispersién simple y hacer click sobre el botén Definir.
b’ Seleccionar la variable tens_mufieca en el campo Eje Y del cuadro de didlogo.
¢’ Seleccionar la variable tens_habitual en el campo Eje X del cuadro de didlogo y hacer click sobre el
botén Aceptar.
d’ Editar el grafico realizado haciendo un doble click sobre él.
e’ Seleccionar los puntos haciendo click sobre alguno de ellos.
f’ Hacer click con el botén derecho del ratén y seleccionar Afiadir linea de ajuste total.

g’ Cerrar la ventana Propiedades y la ventana del editor de gréficos.

4) Anadir al gréfico obtenido en el apartado anterior, la recta de regresién de la presién arterial
medida con el tensiémetro de mufieca en funcién de la medida con el tensiémetro habitual,
que se obtendria si ambos procesos de medida dieran exactamente el mismo resultado.

Indicacién
a’ Editar el grafico realizado en el apartado anterior haciendo un doble click sobre élI.

b’ Hacer click con el botén derecho del ratén y seleccionar Afiadir linea de referencia desde la
ecuacién y en el campo Ecuacién personalizada que aparece en Linea de referencia de la ven-
tana Propiedades, escribir x para representar la recta y = x.

¢’ Cerrar la ventana Propiedades y la ventana del editor de gréficos.
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5) Crear la variable diferencia obtenida restando tens_habitual menos tens_mufieca
Indicacién
a’ Seleccionar el mend Transformar—Calcular. ..
b’ Introducir el nombre de la nueva variable que vamos a crear, en este caso diferencia, dentro del campo
Variable de destino:.

¢’ En el cuadro de didlogo Expresién numérica: escribir tens_habitual - tens_mufieca y hacer click sobre
el botén Aceptar.

6) Crear la variable tens_media cuyos valores serdn las medias de tens_habitual y tens_mufieca

Indicacién
a’ Seleccionar el meni Transformar—Calcular. ..
b’ Introducir el nombre de la nueva variable que vamos a crear, en este caso tens_media, dentro del campo

Variable de destino:.

¢’ En el cuadro de didlogo Expresién numérica: escribir (tens_habitual + tens_mufieca)/2 y hacer click
sobre el botén Aceptar.

7) Representar graficamente los valores de la diferencia de tensiones en funcién de su media.

Indicacién
a’ Seleccionar el mend Graficos—Cuadros de didlogo antiguos—Dispersién/Puntos, elegir la opcién
Dispersién simple y hacer click sobre el botén Definir.
b’ Seleccionar la variable diferencia en el campo Eje Y del cuadro de didlogo.
¢’ Seleccionar la variable tens_media en el campo Eje X del cuadro de didlogo y hacer click sobre el botén
Aceptar.

8) Crear la variable dif_abs, cuyos valores seran los valores absolutos de la variable diferencia, y
la variable desacuerdo, que tomara el valor 0 si las medidas con ambos métodos son iguales y
el valor 1 si son distintas.

Indicacién

a’ Seleccionar el ment Transformar—>Calcular. . .

b’ Introducir el nombre de la nueva variable que vamos a crear, en este caso dif_abs, dentro del campo
Variable de destino:.

¢’ En el cuadro de didlogo Expresién numérica: escribir ABS(diferencia) y hacer click sobre el botén
Aceptar.

d’ Crear una variable denominada desacuerdo e introducir un 0 cuando dif_abs sea 0 y un 1 en caso
contrario.

9) Representar graficamente el porcentaje de discordancia entre ambos métodos de medicién de
la tensién arterial.
Indicacién
a’ Seleccionar el menti Analizar—Superviv.—>Kaplan-Meier.
b’ Seleccionar la variable dif_abs al campo Hora: y la variable desacuerdo al campo Estado:.
¢’ Hacer click en el botén Definir evento....
d’ En el cuadro de didlogo resultante seleccionar la opcién Valor dnico:, poner un 1 en dicho campo y
hacer click sobre el botén Continuar.
e’ Hacer click sobre el botén Opciones y marcar Suprviv. en Gréficos.

f' Hacer click sobre el botén Continuar y Aceptar.

b) Se entregaron a dos radiélogos A y B un conjunto de radiografias de térax de pacientes oncoldgicos,
para que informaran si presentaban metdastasis en los pulmones o no. Ambos radiélogos analizaron
todas las radiografias y cada uno de ellos emitié su informe, indicando en cudles de ellas se
apreciaban metdastasis y en cudles no. Como resultado de dichos informes hubo 32 radiografias
en que ambos radidlogos apreciaron metdastasis, 68 radiografias en que ninguno las aprecié, 6
radiografias en que el radiélogo A las aprecié y el B no, y 10 en que el B las aprecié y el A no.

1) Crear las variables opiniénA, opiniénB y frecuencia e introducir los datos.
2) Ponderar los datos mediante la variable frecuencia.
Indicacién
a’ Seleccionar el meni Datos—Ponderar casos.

b’ En el cuadro de didlogo resultante activar la opcién Ponderar casos mediante, seleccionar la variable
frecuencia en el campo Variable de frecuencia y hacer click en el botén Aceptar.
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3) Construir la tabla de contingencia, calcular el indice Kappa de Cohen e interpretar el resul-
tado.
Indicacién
a’ Seleccionar el ment Analizar—Estadisticos Descriptivos—Tablas de contingencia.

b’ En el cuadro de didlogo que aparece, seleccionar la variable opiniénA al campo Filas y la variable
opiniénB al campo Columnas, y hacer click sobre el botén Estadisticos.

¢’ En el cuadro de didlogo que aparece, marcar la casilla Kappa, y hacer click en el botén Continuar y
Aceptar.

¢) Un tribunal médico tiene que evaluar las aptitudes psicofisicas de un grupo de aspirantes a ingreso
en un cuerpo de la Administracién. El tribunal estd formado por tres médicos, cada uno de los
cuales tiene que analizar los datos de todos los aspirantes, mantener una entrevista personal con
cada uno de ellos y emitir un informe que se concreta en: Apto, Dudoso o No Apto. Los resultados
de dicho informe fueron los siguientes:

’ Médico 1 \ Médico 2 \ Médico 3 ‘

Apto Apto Apto
Apto Dudoso Apto
Dudoso Apto Apto
No Apto | No Apto | Dudoso
No Apto | No Apto | No Apto
Apto Apto Apto
Apto Apto Apto
Dudoso Apto Dudoso
No Apto | Dudoso | No Apto
Apto Apto Apto

1) Crear las variables médicol, médico2 y médico3 e introducir los datos, asignando el valor 0 a
No Apto, el 1 a Dudoso y el 2 a Apto.
2) Calcular el coeficiente de concordancia W de Kendall e interpretar el resultado..
Indicacién
a’ Seleccionar el ment Analizar—Pruebas no paramétricas—Cuadros de didlogo antiguos—K
muestras relacionadas.
b’ En el cuadro de didlogo resultante seleccionar las variables médicol, médico2 y médico3 en el campo
Variables de contraste, marcar en Tipo de prueba la opcién W de Kendall y hacer click en el botén
Aceptar.
¢’ El coeficiente de correlacién W de Kendall es 0,233, lo que indica que hay poca concordancia.

3 Ejercicios propuestos

a) Se ha medido la concentracién de 4cido trico en sangre en un grupo de diez pacientes con el
equipo tradicional y con un equipo nuevo, obteniéndose los siguientes resultados, expresados en
mg./dL:

Tradicional 54 6,2 3,7 7.6 45 38 52 47 49 55
Nuevo 58 6,9 34 64 45 44 58 56 42 68

Se desea:

1) Calcular el coeficiente de correlacién intraclase e interpretarlo en términos de concordancia
de las medidas de la concentracién de acido urico en sangre obtenidas con ambos equipos.

2) Dibujar el diagrama de dispersién, en el que aparezca la recta de regresién de las concen-
traciones de dcido urico obtenidas con el equipo nuevo sobre las obtenidas con el equipo
tradicional, y la recta de regresiéon que se obtendria si el equipo nuevo siempre diera un
resultado 0,8 mg/dl superior al que proporciona el equipo tradicional.
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b) Se plantean a un grupo de personas dos tests A y B para determinar si su régimen alimenticio es
adecuado o no. Como resultado de los test hubo 72 personas cuyo régimen alimenticio evaluado
con ambos tests resulté adecuado, 34 personas en que con ninguno de los tests resulté adecuado,
12 personas cuyo régimen era adecuado segun el test A pero no segin el test B y 10 personas
cuyo régimen era adecuado segun el test B pero no segun el test A. Se pide:

1) Obtener la tabla de contingencia correspondiente a los resultados obtenidos con ambos tests.

2) {Hay mucha coincidencia entre los resultados obtenidos con ambos tests? Calcular el indice
de Kappa y contestar a partir del resultado obtenido.
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