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Prefacio

iBienvenida/os al Manual de Célculo!

Este manual estd pensado para facilitar el aprendizaje del Célculo a los alumnos de
los primeros cursos de grado. En él se explican de manera sencilla los conceptos més
importantes del Calculo en una y varias variables, con multitud de ejemplos que facilitan
su comprension.

El manual esté orientado principalmente a las Ciencias Biosanitarias y por ello la mayor
parte de los ejemplos estan aplicados a estas disciplinas. No obstante, los conceptos y los
procedimientos de calculo presentados son validos para cualquier ambito de aplicacion.

Este libro se acompaifia de una coleccién de problemas resueltos.

Licencia
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e Realizar modificaciones de este trabajo.

Bajo las siguientes condiciones:

¢ Reconocimiento. Debe reconocer los créditos de la obra de la manera especificada
por el autor o el licenciador (pero no de una manera que sugiera que tiene su apoyo
o apoyan el uso que hace de su obra).

e« No comercial. No puede utilizar esta obra para fines comerciales.

o« Compartir bajo la misma licencia. Si altera o transforma esta obra, o genera
una obra derivada, s6lo puede distribuir la obra generada bajo una licencia idéntica
a ésta.
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https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/es/

Al reutilizar o distribuir la obra, tiene que dejar bien claro los términos de la licencia de
esta obra.

Estas condiciones pueden no aplicarse si se obtiene el permiso del titular de los derechos
de autor.

Nada en esta licencia menoscaba o restringe los derechos morales del autor.



1 Geometria Analitica

1.1 Escalares y vectores

1.1.1 Escalares

Algunos fendémenos de la naturaleza pueden describirse mediante un nimero referido a
una unidad de medida.

Definicién 1.1 (Escalar). Un escalar es un niimero que sirve para expresar una magni-
tud sin direccién.

Ejemplo 1.1. La estatura o el peso de una persona, la temperatura de un gas o el
tiempo que tarda un mévil en recorrer una distancia.

Sin embargo, existen otros fenémenos que no pueden describirse adecuadamente median-
te un escalar. Si, por ejemplo, un navegante quiere poner rumbo a puerto y sélo conoce

de la intensidad del viento, no sabra qué direccién tomar. La descripcién del viento
requiere dos elementos, su intensidad y su direccion.

1.1.2 Vectores

Definicién 1.2 (Vector). Un vector es un niimero que sirve para expresar una magnitud
y tiene asociada una direccién y un sentido.

Ejemplo 1.2. La velocidad de un moévil o la fuerza que se aplica sobre un objeto.

Geométricamente, un vector se representa mediante un segmento orientado, es decir, una
flecha.



\

Figura 1.1: Representacion grafica de un vector

1.1.3 Representaciéon de un vector

Un segmento orientado puede ubicarse en diferentes lugares dentro de un espacio carte-
siano. Sin embargo, con independencia de donde esté situado, si la longitud y la direcciéon
no varian, dicho segmento representara siempre el mismo vector.

Esto permite representar todos los vectores con un mismo origen, el origen en sistema
de coordenadas cartesianas. Asi, un vector queda determinado por las coordenadas de

su extremo final en cualquier espacio euclideo.

A
/ Yr-——---=
¥ v=(xy)=AB=CD=EF

Figura 1.2: Coordenadas de un vector

1.1.4 Vector a partir de dos puntos

Dados dos puntos P y ) de un espacio cartesiano, el vector con origen en P y destino
en (Q tiene coordenadas PQ = Q — P.
Sean los puntos P = (2,1) y Q = (3,4) del plano real R?, entonces

PQ=Q—-P=(3,4)—(2,1)=(3-2,4—1) = (1,3).

10



g — — - — =

4 X

—
M_———

Figura 1.3: Defincién de un vector a partir de dos puntos

1.1.5 Mébdulo de un vector

Definicién 1.3 (Mddulo de un vector). Dado un vector v = (vq, -+, v,,) de R", se define
el médulo de v como

[Vl = \/0f 4o

El moédulo de un vector coincide con la longitud del segmento que representa al vector.

Ejemplo 1.3. Sea u = (3,4) un vector en R2, entonces

lu| = V32442 = V25 =5.

Sea v = (4,7,4) un vector en R3, entonces

v|=+v42 4+ 724+ 42 =81 =0.

11



1.1.6 Vectores unitarios

Definicién 1.4 (Vector unitario). Se dice que un vector v de R™ es unitario si su médulo
es 1, es decir |v| = 1.

Especial atencién merecen los vectores unitarios que siguen la direcciéon de los ejes de
coordenadas, estos vectores se llaman vectores coordenados.

En R2 los vectores coordenados son
i=(1,0)yj=1(0,1)

Yy

e L

|

! :x
Y

Figura 1.4: Vectores unitarios en el plano real

En R? los vectores coordenados son
i=(1,0,0),j=1(0,1,0) y k=1(0,0,1)

Z

X

Figura 1.5: Vectores unitarios en espacio real
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1.1.7 Suma de vectores

Definicién 1.5 (Suma de vectores). Dados dos vectores u = (uy,-,u,) ¥
v = (vq,,v,) de R, se define la suma de u y v como
u+v=(u +vy,...,u, +v,).

I

|

| >
i uU1+017 X

Figura 1.6: Suma de vectores
Ejemplo 1.4. Sean u = (3,1) y v = (2,3) dos vectores en R?, entonces
ut+v=03+21+3)=(54).

1.1.8 Producto de un vector por un escalar

Definicién 1.6 (Producto de un vector por un escalar). Dado un vector v = (vy,--,v,,)
de R", y un escalar a € R, se define el producto de a por v como

av = (avy, ..., av,).

13



a4t — — — — — — — — — — —

o+ —-———-

I

Figura 1.7: Producto de un vector por un escalar

Ejemplo 1.5. Sean el vector v = (2,1) en R? y el escalar a = 2, entonces
av =2(2,1) = (4,2).

1.1.9 Expresion de un vector como combinacién lineal de los vectores
coordenados

La suma de vectores y el producto de un vector por un escalar permite expresar cualquier
vector como una combinacién lineal de los vectores coordenados.

En el caso del espacio real R?, cualquier vector v = (v, vy, v3) puede expresarse como

v = (vy,0y,v3) = v1i + voj + vsk.

14



X

Figura 1.8: Expresién de un vector como combinacién lineal de los vectores coordenados

1.1.10 Producto escalar

Definicién 1.7 (Producto escalar). Dados dos vectores u = (uy,=,u,) ¥
v = (vy,-,v,) de R", se define el producto escalar de u 'y v como

u-v=1uv;+ -+ u,v,.

Ejemplo 1.6. Sean u = (3,1) y v = (2, 3) dos vectores en R?, entonces
u-v=3-2+1-3=09.

Teorema 1.1 (Producto escalar). Dados dos vectores u y v de R™, se cumple que

u-v = |ul|v|cosa

donde a es el dngulo que forman los vectores.

15



1.1.11 Vectores paralelos

Definicién 1.8 (Vectores paralelos). Dos vectores u'y v son paralelos si existe un valor
a € R tal que

u = av.

Ejemplo 1.7. Los vectores u = (—4,2) y v = (2, —1) en R? son paralelos, ya que
u=(—4,2) = —2(2,—1) = —2v.

1.1.12 Vectores ortogonales y ortonormales

Definicién 1.9 (Vectores ortogonales y ortonormales). Dos vectores u 'y v son ortogo-
nales si su producto escalar es nulo

u-v=0.

Si ademas el médulo de ambos vectores es la unidad |u| = |v| = 1, entonces se dice que
son ortonormales.

1 Nota

Los vectores ortogonales son perpendiculares entre si, es decir, forman un angulo
de 90°.

Ejemplo 1.8. Los vectores u = (2,1) y v = (—2,4) en R? son ortogonales, ya que

u-v=2-(—2)+1-4=0,

pero no son ortonormales ya que [u| =22+ 12 # 1y |v|] = /(—2)2 +42 # 1.

Los vectores i = (1,0) y j = (0,1) en R? son ortonormales, ya que

i-j=1.-040-1=0, |ij=V124+02=1, |jj=V02+12=1.

16



1.2 Rectas

1.2.1 Ecuacién vectorial de la recta
Definicién 1.10 (Ecuacién vectorial de la recta). Sea [ una recta del espacio R” y sean

P = (py,...,p,) un punto cualquiera de la recta y v = (vq,...,v,,) un vector cualquiera
con la misma direccién que la recta. La ecuacién

l: X =P+1tv=(py,...,0,) +tlvy,...,0,) = (p; +tvy,...,p, + tv,).
parametriza a [ en funciéon de t € R, y se conoce como ecuacion vectorial de la recta.
Ejemplo 1.9. Considérese la recta del espacio real R® que aparece en la grafica. Un

punto de la recta es P = (1,1,2) y un vector director es v = (—1, 2, 2), luego su ecuacién
vectorial es

I: X =P+tv=(1,1,2)+¢(-1,2,1) = (1 —¢t,14+2t,2+1t) tER.

Figura 1.9: Ecuacién vectorial de una recta en el espacio real

1.2.2 Ecuaciones paramétricas y cartesianas de la recta
De la ecuacién vectorial de una recta [ : X = P +tv = (p; + tvy,...,p, + tv,) se

obtienen facilmente las coordenadas de los puntos que forman parte de la recta mediante
n ecuaciones paramétricas:
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xl(t> =P + tvlv ,xn<t) = Pn + tvn

donde, si v es un vector cuyas coordenadas son no nulas (v; # 0 Vi), se puede despejar
el parametro ¢ en cada una de ellas e igualarlas,

Ty —D1 L Ly — Pn

vy v

Ejemplo 1.10. Dada la ecuacién vectorial de la recta I : X = (1,1,2) +¢(—1,2,1) =
(1 —1t,14+2t,2+1) en el espacio real R%, sus ecuaciones paramétricas son

x(t)y=1—t, yt)=1+2t z(t)=2+1,

y Sus ecuaciones cartesianas son

1.2.3 Ecuaciéon punto-pendiente de una recta en el plano

En el caso particular del plano cartesiano R?, si se tiene una recta con ecuacién vectorial

l: X =P+1tv=(xy,yy) +tla,b) = (z,+ ta,y, + tb),

sus ecuaciones paramétricas son

x(t) =xy+ta, y(t)=y,+1tb

y sus ecuacion cartesiana es

=2y Y—Yo

a b

A partir de aqui, pasando b multiplicando al otro lado de la ecuacién, se obtiene
Y=Y = 5(37_5’50) o bien y —y, = m(z — z),

llamando m = b/a. Esta ecuacién se conoce como ecuacién en la forma punto-
pendiente.

i Ejemplo interactivo
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1.2.4 Pendiente de una recta en el plano

Definicién 1.11 (Pendiente de una recta). Dada una recta [ : X = P + tv en el plano
real R2, con vector director v = (a,b), se define la pendiente de [ como b/a.

y.h

yi+----———————-

H"II"

|
|
|
X1 X2

Figura 1.10: Pendiente de una recta en el plano real

i Ejemplo interactivo

Recordar que dados dos puntos P = (z1,y;) vy @ = (24,y5) de la recta [, se puede
tomar como vector director el vector que los une, que tiene coordenadas PQQ = @Q — P =
Yo~ U
Ly — X
entre lo que cambia la coordenada y y lo que cambia la coordenada =x.

(xy — x1,Y5 — y;), de manera que la pendiente de [ serd , es decir, el cociente

1.3 Planos

1.3.1 Ecuacion vectorial del plano en el espacio real

Para llegar a la ecuacién de un plano en el espacio real R? se puede partir de un punto del
plano P = (z, Yy, 2o) y de un vector perpendicular al plano v = (a, b, ¢). Entonces, para
cualquier punto del plano ) = (z,y, z) se cumple que el vector PQ = (x—z¢, Y—Yg, 2—20)
es ortogonal a v, por lo que su producto escalar se anulara.
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Definicién 1.12 (Ecuacién vectorial de un plano en el espacio). Dado un punto P =
(%0, Yo, 29) ¥ un vector v = (a,b, c) en el espacio real R3, la ecuacion vectorial del plano
que pasa por P perpendicular a v = (a,b,c) es

IjQ~v=(w—xo,y—yo,z—zo)-(a,b,c)=a(a:—x0)+b(y—y0)+c(z—zo)=0.

Figura 1.11: Ecuacién de un plano en el espacio real

1.3.2 Ecuacién escalar de un plano en el espacio

De la ecuacion vectorial del plano se obtiene

a(x —zq) + by —yo) + c(z — 25) = 0 < ax + by + cz = axy + by, + czp,

que, renombrando d = az + by, + cz,, puede reescribirse como

ar + by + cz =d,

y se conoce como ecuacion escalar del plano.
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Example. Dado el punto P = (2,1, 1) y el vector v = (2,1, 2), la ecuacién vectorial del
plano qu pasa por P y es ortogonal a v es

(z—2,y—1,2—1)(2,1,2) =2z —2) + (y— 1) +2(z — 1) = 0,

y su ecuacién escalar es

2r+y+22="T.
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2 Funciones elementales

2.1 EIl concepto de funcion

2.1.1 ;Qué es una funcién?

Definicién 2.1 (Funcién de una variable). Una funcién f de un conjunto A en otro
B es una relacion que asocia cada elemento a € A, con un tnico elemento de B que se
denota f(a), y se llama imagen de a mediante f.

f:A—)B
a— f(a)

Figura 2.1: Correspondencia de una funciéon

Cuando el conjunto inicial y final es el de los nimeros reales R, entonces se dice que
f R — R es una funcion real de variable real.

2.1.2 Formas de representar una funcion
2.1.2.1 Por extension

Representacién en forma de tabla

22



Representacion grafica

Figura 2.2: Funcién cuadrado

2.1.2.2 Por Intension

Representacién algebraica explicita

Representaciéon algebraica implicita

y—22=0

Representacion algebraica paramétrica

23



2.1.2.3 La funcién ldentidad

Definicién 2.2 (Funcién Identidad). Se llama funcion identidad, a toda funciéon Id :
A — A que asocia cada elemento de A consigo mismo, es decir,

Id(x) ==

A
fx)=x
2_
1 ]
- I I I I >
-2 -1 1 2

-1-
2
\

Figura 2.3: Funcién identidad

2.2 Dominio e imagen de una funcién

2.2.1 Dominio de una funcién

Definicién 2.3 (Dominio de una funcién). El dominio de una funcién f es el conjunto
de valores para los que la funcién esté definida

Dom(f)={x €eR: f(x) € R}

Ejemplo 2.1. Dada la funcién
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3 T
-3 -2 -1 v 1 2 3

Figura 2.4: Ejemplo de dominio de una funcién

Para determinar su dominio hay que eliminar los valores en los que no esta definida la
funcién. En este caso hay que eliminar los valores que hacen negativo el radicando de la
raiz del denominador, es decir, los valores de x tales que 22 — 1 < 0, que son los valores
que cumplen —1 < x < 1, pero también hay que eliminar del dominio los valores que
anulan el denominador, es decir, los valores de z tales que Va2 —1 = 0, que son z = —1
y x = 1. Por tanto, su dominio es

Dom(f) = (—o0,—1) U (1, 00)

2.2.2 Imagen de una funcién

Definicién 2.4 (Imagen de una funcién). La imagen de una funcién f es el conjunto
de valores que la funcién puede tomar

Img(f)={y € R:y= f(z) para algin x € R}

Ejemplo 2.2. Dada la funcién f(z) = 2% — 2
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A

Y

Figura 2.5: Ejemplo de la imagen de una funcién

Su imagen es

Img(f) = [-2, 00)

ya que la funcién cuadratica 22 puede tomar cualquier valor de 0 a co (no toma nunca
valores negativos), y al restarle 2, el minimo valor que puede tomar la funcién f es —2.

2.3 Composicion e inversa de una funcién

2.3.1 Composicion de funciones

Definicién 2.5 (Composicién de funciones). Dadas dos funciones g: A - By f: B —
C, se define la funcion compuesta f o g, (leido g compuesto con f) como la funcién

fog:A—C
r— f(g(z))

Para calcular la funcién compuesta fog(x), primero se aplica g sobre x y luego, se aplica
f sobre g(z):
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r % g() 5 flg(a)

Ejemplo 2.3. Si g(z) = +/z y f(x) = senz, entonces
fog(x) = fg(x)) = f(Vx) = sen V.

2.3.2 Inversa de una funcion

Definicién 2.6 (Funcién inversa). Se llama funcién inversa de f : A — B a la funcién
f1:B — A (cuando exista) que cumple

foft=f"1of=1Id(x)

La funcién inversa de f deshace o revierte el efecto de f. Es decir, si f : A — B asocia
un elemento = € A con otro y € B, entonces f~! asocia el elemento y con el x.

Figura 2.6: Funcién inversa

Ejemplo 2.4. La inversa de f(z) = 22 es la funcién f~1(z) = ¢/z. Sin embargo, la
inversa de la funcién x2 no es /z ya que la raiz tiene dos imagenes, una positiva y otra
negativa, y por tanto no serfa una funcién. !

2.4 Crecimiento de una funcidon

Definicién 2.7 (Funcién creciente y decreciente). Se dice que una funcién f es creciente
en un intervalo I, si para todo xy,x, € I, con x; < x4, se cumple f(x;) < f(z,).

Se dice que una funcién f es decreciente en un intervalo I, si para todo z;,2, € I, con
2y < Ty, se cumple f(xy) > f(xs).

Para que exista la inversa de la funcién cuadrética es necesario restringir el dominio a los reales
positivos para que sea inyectiva. En tal caso, la inversa es ++/x.
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fx2)

VI

f(x)A

\1

Y
A

f(xaA
f(x2)]

Y

A

\

Funcion creciente

y

Funcion decreciente

Figura 2.7: Gréficas de funciones creciente y decreciente

2.5 Extremos de una funcidn

Definicién 2.8 (Maximo y minimo relativo). Se dice que una funcién f tiene un mdzimo
relativo en x,, si existe un § > 0 tal que para todo =z € (z, — 0,2y + ) se cumple

fxo) = f(2).

Se dice que una funcién f tiene un minimo relativo en z, si existe un 6 > 0 tal que para
todo = € (xy — 0,25+ 0) se cumple f(z,) < f(x).

f(xo)
VI
J0)

A

A

4 -_.-’

. |
) xXp—0x b)) X0

Minimo

Figura 2.8: Grafica del méaximo y minimo de una funcién
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2.6 Concavidad de una funcion

Definicién 2.9 (Funcién céncava y convexa). Se dice que una funcién f es concava en
un intervalo I, si para todo z;,x, € I, con x; < x4, se cumple que el segmento que une
los puntos (x1, f(x1)) y (x4, f(x5)) queda por encima de la gréfica de f.

Se dice que una funciéon f es convexa en un intervalo I, si para todo z;,25 € I, con
x; < T4, se cumple que el segmento que une los puntos (z, f(z,)) v (24, f(x5)) queda
por debajo de la grafica de f.

Al punto donde cambia la concavidad de una funcién se le llama punto de inflexion.

fl) = \---—= ==
flxt -

Y
A

A

|

|

|

|

|

|I I '
X1 X2 X1 X2

L J

Funcidén concava Funcidon convexa

Figura 2.9: Grafica de una funcién céncava y otra convexa

2.7 Funciones perioddicas

Definicién 2.10 (Funcién periédica y periodo). Se dice que una funcién f es periodica
si existe un valor i > 0 tal que

f(x+h) = f(z)

para todo z € Dom(f).

Al menor valor de h que verifica la igualdad anterior se le llama periodo de f, y a la
diferencia entre el maximo y el minimo de la funcion se le llama amplitud de f.
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0 Periodo

Am

Figura 2.10: Gréfica de una funcién periddica

2.8 Funciones polinémicas

Definicién 2.11 (Funcién polinémica). Una funcion polinémica es una funcién de la
forma

f(z) =ag+ a1z + az® + -+ + a,z",

donde n es un entero no negativo que se llama grado del polinomio, y a,...,a, son
constantes reales (a,, # 0) que se llaman coeficientes del polinomio.

Ejemplo 2.5.

30



gx) =23 -2 -2x+2

Figura 2.11: Graficas de funciones polinémicas

2.8.1 Propiedades de las funciones polinémicas

e Su dominio es R.

e Si el grado es impar, su imagen es R.

o La funcién identidad Id(z) = = es un polinomio de grado 1.

o Las funciones constantes f(x) = ¢ son polinomios de grado 0.

« Un polinomio de grado n tiene a lo sumo n raices (puntos donde f(z) = 0).

2.9 Funciones racionales

Definicién 2.12 (Funcién racional). Una funcidn racional es una funcién de la forma

donde p(z) y ¢(x) son funcione polinémicas con g(x) # 0.

Ejemplo 2.6.
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A A
3
2x+1
X) = -
fe) = 53—
1_
- | 1 | | | > 1 1 >
= -2 —1\ 1 2 3 1 2
.,
-3 4
7

Figura 2.12: Gréficas de funciones racionales

2.9.1 Propiedades de las funciones racionales

¢ Su dominio es R menos las raices del polinomio del denominador. En estos puntos
suele haber asintotas verticales.
e La tendencia en oo y —oo depende del grado del numerador y del denominador. Si
ao + + anxn
flz) = =
by + - + by,

, entonces

— Sin>m — f(+o0) = f00.
- Sin<m — f(+o0)=0.

—Sinzm—)f(;l:oo):b—”.

e Los polinomios son casos particulares de funciones racionales.
e Pueden descomponerse en suma de fracciones simples.

2.10 Funciones potenciales

Definicién 2.13 (Funcién potencial). Una funcién potencial es una funcién de la forma
flz) =2,

donde r es un numero real.
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Ejemplo 2.7.

fla) =57
2 1 f(.l’) — +1/2 =
N f(x) — xl/3 _

Figura 2.13: Gréficas de funciones potenciales

2.10.1 Propiedades de las funciones potenciales

Si el exponente es un niimero racional n/m, entonces
™ = Xgn,
Estas funciones se llaman irracionales. En este caso,

— si m es impar el dominio es R,
— si m es par el dominio es RT.

Todas pasan por el punto (1,1).
El crecimiento depende del exponente. Si x > 0 entonces:

— Exponente positivo = funcién creciente.
— Exponente negativo = funcién decreciente.
Ademés, si f(x) = 2" y g(x) = x°, entonces:
—Sir<s= f(x)>g(x)sio<z <1y f(z) <g(z)siz>1.
—Sir>s= f(r)<glz)sid<z<ly f(z)>g(z)siz> 1.

Los polinomios de la forma f(x) = 2™ son un caso particular de funciones poten-
ciales.
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2.11 Funciones exponenciales

Definicién 2.14 (Funcién exponencial). Una funcidn exponencial de base a es una
funcién de la forma

f(x) = a”,

donde a es un valor real positivo distinto de 1.

Ejemplo 2.8.

f(x) = 0,5*

Figura 2.14: Graficas de funciones exponenciales

2.11.1 Propiedades de las funciones exponenciales

e Su dominio es R.

e Su imagen es R*.

o Todas pasan por el punto (0, 1).

o El crecimiento depende de la base. Si f(x) = a” entonces

— Si0 < a< 1= funcién decreciente.

— Si a > 1 = funcién creciente. Ademas, si f(z) = a® y g(z) = b* con a < b,
entonces

- Siz <0= f(r) > g(x).

- Siz>0= f(z) < g(x).

e Un caso particular seria a = 1 que es una funcién constante.
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2.12 Funciones logaritmicas

Definicién 2.15 (Funcién logaritmica). Dada una funcién exponencial f(x) = a®, se
define la funcion logaritmica de base a como la funcién inversa de f, y se denota

fi(z) = log,, =,
donde a es un valor real positivo distinto de 1.

Ejemplo 2.9.

A

Figura 2.15: Graficas de funciones logaritmicas

2.12.1 Propiedades de las funciones logaritmicas

e Por ser la inversa de la funcién exponencial, sus graficas son simétricas respecto a
la bisectriz del primer y tercer cuadrantes. Por tanto:

— Su dominio es la imagen de la funcién exponencial, es decir RT.
— Su imagen es el dominio de la funcién exponencial, es decir R.

» Todas pasan por el punto (1,0).
+ El crecimiento depende de la base. Si f(z) = log, = entonces

— Si0 < a< 1= funciéon decreciente.
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— Sia > 1 = funcién creciente. Ademas, si f(r) = log, = y g(x) = log, x con
a < b, entonces

-Sio<z<1= f(z) <g(z).

- Siz>1= f(z)>g(x)

e No tiene sentido para a = 1 por que seria una funcién constante.

2.13 Funciones trigonométricas

Surgen en geometria al medir las relaciones entre los catetos de un tridngulo rectangulo,
que dependen del dngulo del cateto contiguo y la hipotenusa de dicho tridngulo. No
obstante, esta no es la tnica definicién posible, sino que también pueden definirse a
partir de la funcién exponencial compleja.

e Seno

e Coseno

o Tangente

e Arcoseno

e Arcocoseno
e Arcotangente

2.13.1 Seno de un angulo

Definicién 2.16 (Seno de un dngulo). Sea « cualquiera de los dngulos agudos de un
tridngulo rectangulo, se define el seno de «, y se nota sen «, como el cociente entre el
cateto opuesto y la hipotenusa.

A B

_ BC
Ssenda = AC

Figura 2.16: Definicién del seno en un tridngulo rectangulo
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La definicién se extiende facilmente a dngulos de circunferencia con vértice en el origen
y uno de sus lados el eje OX, como el cociente entre la ordenada de cualquier punto del
otro lado y su distancia al vértice.

A 4

x
A B

Ssenda = BC
 AC

-

Figura 2.17: Definicién del seno en la circunferencia

2.13.2 Funcidén seno

Definicién 2.17 (Funcion seno). Se define la funcién seno,

f(z) =senzx

como la funcién que asocia a cada angulo x (habitualmente medido en radianes) su seno.

f(x) =senx

Figura 2.18: Grafica de la funcién seno
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2.13.3 Propiedades de la funcién seno

e Su dominio es R.
e Su imagen es el intervalo [—1, 1].
e Es periddica, con periodo 27 y amplitud 2

sen(x + 2kw) =senx VkeZ

« Algunos valores para recordar: sen 0 = 0, sen /6 = 1/2, sen /4 = v/2/2,sen /3 =
V3/2,senm/2 =1, senm = 0, sen31/2 = —1, sen 27 = 0.

o Es una funcién impar: sen(—z) = —senx.

2.13.4 Coseno de un angulo

Definicién 2.18 (Coseno de un éangulo). Sea « cualquiera de los 4ngulos agudos de un
tridngulo rectangulo, se define el coseno de «, y se nota cos «, como el cociente entre el
cateto contiguo y la hipotenusa.

A B
AB

COS(¥ = ——
AC
Figura 2.19: Definicion del coseno en un tridngulo rectangulo

La definicién se extiende facilmente a dngulos de circunferencia con vértice en el origen
y uno de sus lados el eje OX, como el cociente entre la abscisa de cualquier punto del
otro lado y su distancia al vértice.
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B e

CO5 &k AB
(Y = —
AC

Figura 2.20: Definicion del coseno en la circunferencia
2.13.5 Funcién coseno
Definicién 2.19 (Funcién coseno). Se define la funcién coseno,

f(z) =cosx

como la funcién que asocia a cada dngulo x (habitualmente medido en radianes) su
coseno.

f(x) =cosx

[ =1
|

271

Figura 2.21: Gréfica de la funcién coseno
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2.13.6 Propiedades de la funcién coseno

e Su dominio es R.
o Su imagen es el intervalo [—1, 1].

e Es periddica, con periodo 27 y amplitud 2

cos(x + 2km) = cosx VkeZ

o Algunos valores para recordar: cos0 = 1, cosm/6 = /3/2, cosm/4 = /2/2,
cos /3 =/2/2, cosm/2 =0, cosm = —1, cos37/2 = 0, cos 27 = 1.

o Es una funcién par: cos(—z) = cosz.
2.13.7 Tangente de un angulo
Definicién 2.20 (Tangente de un dngulo). Sea « cualquiera de los dngulos agudos de

un tridngulo rectangulo, se define la tangente de a, y se nota tga, como el cociente entre
el cateto opuesto y el cateto contiguo.

A B
BC

t = —_—
84~ 7R

Figura 2.22: Definicion de la tangente en un triangulo rectangulo

La definicién se extiende facilmente a angulos de circunferencia con vértice en el origen y
uno de sus lados el eje OX, como el cociente entre la ordenada y la abscisa de cualquier
punto del otro lado.
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Pl R >
) B

tgil’=—

Figura 2.23: Definicién de la tangente en la circunferencia

2.13.8 Funcioén tangente
Definicién 2.21 (Funcién tangente). Se define la funcién tangente,

senx

f(z) =tgz =

COST

como la funcién que asocia a cada dngulo x (habitualmente medido en radianes) su
tangente.
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flx) =tgx

~

Y

[ =

Figura 2.24: Gréfica de la funciéon tangente
2.13.9 Propiedades de la funcién tangente

o Su dominio es R menos las raices del coseno, es decir R — {2k7w/2: k € Z}.
e Su imagen es R.

e Es periddica, con periodo 27w

tg(x + 2km) =tgex VkeZ
« Algunos valores para recordar: tg0 = 0, tg7/6 = 1/V/3, tgn/4 = 1, tgn/3 = V/3,
tgm =0, tg2m = 0.
2.13.10 Funcién arcoseno

Definicién 2.22 (Funcién arcoseno). Se define la funcién arcoseno,

f(z) = arcsenx

como la funcién inversa de la funcién seno.
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f(x) = arcsenx

L
r

A

Figura 2.25: Grafica de la funcién arcoseno

2.13.11 Propiedades de la funcién arcoseno

e Por ser la inversa de la funcién seno, sus graficas son simétricas respecto a la
bisectriz del primer y tercer cuadrantes. Por tanto:

— Su dominio es la imagen de la funcién seno, es decir [—1, 1].
— Su imagen es el dominio restringido de la funcién seno, es decir [~ /2, 7/2].

e Es creciente en todo el dominio.

2.13.12 Funcién arcocoseno

Definicién 2.23 (Funcién arcocoseno). Se define la funcién arcocoseno,

f(z) = arccos

como la funcién inversa de la funcién coseno.

2Para que exista la inversa de la funcién seno, es necesario restringir su dominio a [—m/2,w/2] para
que sea inyectiva.
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f(x) = arccos x

A

Figura 2.26: Grafica de la funcién arcocoseno

2.13.13 Propiedades de la funcién arcocoseno

e Por ser la inversa de la funcién coseno, sus graficas son simétricas respecto a la
bisectriz del primer y tercer cuadrantes. Por tanto:

— Su dominio es la imagen de la funcién coseno, es decir [—1, 1].

— Su imagen es el dominio restringido de la funcién coseno, es decir [0, 7]. 3

e Es decreciente en todo el dominio.

2.13.14 Funcién arcotangente

Definicién 2.24 (Funcién arcotangente). Se define la funcién arcotangente,

f(z) = arctgx

como la funcién inversa de la funcién tangente.

3Para que exista la inversa de la funcién coseno, es necesario restringir su dominio a [0, 7] para que sea
inyectiva.

44



Figura 2.27: Grafica de la funciéon arcotangente

2.13.15 Propiedades de la funcién arcotangente

e Por ser la inversa de la funcién tangente, sus graficas son simétricas respecto a la
bisectriz del primer y tercer cuadrantes. Por tanto:

— Su dominio es la imagen de la funcién tangente, es decir R.
— Su imagen es el dominio restringido de la funciéon tangente, es decir

(—m/2,7/2). *

e Es creciente en todo el dominio.

2.13.16 Algunas relaciones trigonométricas

e sen’z +cos?x =1
o sen(x +y) =senxcosy + cosxseny
o cos(z +y)=coszcosy—senzrseny

tgx +tgy
s tglrty) =
—tgztgy
. senx+seny:2senx ycosxgy
T T —
e cOsx + cosy = 2cos 5 cos 2y
T4y r—y
e COST — COSy = —2sen 5 sen 5

4Para que exista la inversa de la funcién tangente, es necesario restringir su dominio a (—7/2,7/2)
para que sea inyectiva.
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3 Limites y continuidad

3.1 El concepto de limite

3.1.1 Aproximacion al concepto de limite

El concepto de limite esta ligado al de tendencia.

Decimos que z tiende a un valor a, y lo escribimos x — a, si se pueden tomar valores de
z tan préximos a a como se quiera, pero sin llegar a valer a.

Si la aproximacién es por defecto (con valores menores que a) se dice que x tiende a a
por la izquierda, y se escribe © — a~, y si es por exceso (con valores mayores que a) se
dice que z tiende a a por la derecha, y se escribe z — a™.

Cuando la variable = de una funcién f tiende a un valor a, cabe preguntarse si sus
imégenes mediante f tienden a otro valor concreto:

Si f(x) tiende a un valor [ cuando x tiende a a, se dice que [ es el limite de f(x) cuando
T — a, y se escribe

lim f(z) =1

T—a

3.1.2 Limites laterales

Si f(x) tiende a [ cuando x tiende a a por la izquierda, entonces se dice que [ es el limite
por la izquierda de f(x) cuando z — a™, y se escribe

lim f(x) =1

Tr—a-

Si f(x) tiende a [ cuando z se aproxima a a por exceso, entonces se dice que [ es el limite
por la derecha de f(x) cuando x — a~, y se escribe

lim f(x) =1

r—at
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Ejemplo 3.1. Consideremos la funcién f(x) = 22 y veamos que pasa cuando x — 2:

Aproximacién por defecto Aproximacién por exceso
EEENCErE = [fw -7
1.9 3.61 2.1 4.41
1.99 3.9601 2.01 4.0401
1.999 | 3.996001 2.001 | 4.004001
1.9999 | 3.99960001 2.0001 | 4.00040001
\ J
lim, ,, 2% =4 lim, o 2% =4
\

; 2 _
lim, 2% =4

3.1.3 Limites que no existen (1)

Si la funcién no estd definida entorno a un punto, entonces no existe el limite en dicho
punto

Ejemplo 3.2. Consideremos la funcién f(z) = 21 y veamos que pasa cuando
z — 0: v
Por la izquierda Por la derecha
z | f(z) | ERRRG |
—0.1 No existe 0.1 No existe
—0.01 | No existe 0.01 | No existe
—0.001 | No existe 0.001 | No existe
\ U
No existe lim ; No existe lim ——
@0 /g2 —1 20t /22 — |

4

No existe lim ———
x—0 '7:2 . 1
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Figura 3.1: Gréafica de una funcién que no tiene limite

3.1.4 Limites que no existen (1)

Cuando los limites laterales no coinciden entonces no existe el limite

]

Ejemplo 3.3. Consideremos la funcién f(z) = — y veamos que pasa cuando z — 0:
x

Por la izquierda Por la derecha
e [f@)] f(z)
—0.1 —1 0.1 1
—0.01 | -1 0.01 |1
—0.001 | —1 0.001 | 1
\ \
hmm——l + limm—l
z—0" X z—0t T
\
No existe lim m
z—0 T
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Figura 3.2: Grafica de una funcién que no tiene limite

3.1.5 Limites que no existen (1)

A veces, cuando z — a los valores de f(z) crecen o decrecen infinitamente y entonces
no existe el limite. En este caso se dice que la funcién diverge y se escribe

lim f(z) = +00

r—a

1
Ejemplo 3.4. Veamos la tendencia de la funcién f(z) = — cuando z — 0:

72
Por la izquierda Por la derecha
x | @] ERREN)
—0.1 100 0.1 100
—0.01 10000 0.01 10000
—0.001 | 1000000 0.001 | 1000000
U \
.1 .
lim — = +o0 lim — =+o0
=0~ 22 0+ 12
v 1
No existe lim — = oo
z—0 T
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Figura 3.3: Gréafica de una funcién que no tiene limite

3.1.6 Limites que no existen (IV)

A veces, el limite de un funcién en un punto puede no existir porque la funcién oscila
rapidamente al acercarnos a dicho punto.

1
Ejemplo 3.5. Consideremos la funcién f(z) = sen — y veamos que pasa cuando z — 0:
x

Por la izquierda Por la derecha
E [ f@) | lz [f@») |
—0.1 —0.1736 0.1 0.1736
—0.01 —0.9848 0.01 0.9848
—0.005 | 0.3420 0.005 | —0.3420
—0.001 | 0.9848 0.001 | —0.9848
—0.0005 | 0.3420 0.0005 | —0.3420
—0.0001 | 0.9848 0.0001 | —0.9848
U J
No existe lim sen = No existe lim sen =
z—0" T z—0*t T
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Figura 3.4: Gréafica de una funcién que no tiene limite

3.1.7 Limites en el infinito

Si f(x) tiende a [ cuando z crece infinitamente, entonces se dice que [ es el limite en el
infinito de f(x) cuando & — 400, y se escribe

lim f(x)=1.

r—+00

Si f(z) tiende a [ cuando x decrece infinitamente, entonces se dice que [ es el limite en
el infinito de f(x) cuando z — —o0, y se escribe

lim f(z) =1

Tr——00

1
Ejemplo 3.6. Estudiemos la tendencia de f(z) = — cuando z — 400:
x

T — 400 T — —00
x| flx)=1/x] ’ x| flx) =1/
1000 | 0.001 —1000 | —0.001
10000 | 0.0001 —10000 | —0.0001
100000 | 0.00001 —100000 | —0.00001
¢ U
lim, ,,1=0 lim, , 1=0
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Figura 3.5: Gréafica de una funcién con limite en el infinito

3.1.8 Definicidon de limite

Definicién 3.1 (Limite de una funcién en un punto). Se dice que el limite de la funcién
f cuando x — a es [, y se escribe

lim f(x) =1

r—a

si para cualquier valor € > 0 existe un nimero § > 0 tal que, |f(x) — | < € siempre que
0<|z—al <.
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Figura 3.6: Explicacion grafica de la definiciéon de limite

3.1.9 Definicion de limite en el infinito

Definicién 3.2 (Limite de una funcién en el infinito). Se dice que el limite de la funcién
f cuando © — 400 es [, y se escribe

lim f(z)=1

T—+00

si para cualquier valor € > 0 existe un ntmero § > 0 tal que, |f(z) — | < & siempre que
x> 9.

Se dice que el limite de la funcién f cuando x — —oo es [, y se escribe

lim f(z)=1

r——00

si para cualquier valor € > 0 existe un nimero § < 0 tal que, |f(x) — | < € siempre que
x < 9.

3.2 Algebra de limites

Dadas dos funciones f(x) y g(z), tales que existen lim, ., f(z) y lim,_,, g(z), entonces
se cumple que
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1. lim, ,,cf(x) = clim,_,, f(z), siendo ¢ constante.

2. lim, o(f(x) % g(x)) = lim, , f(z) = lim, _, g(z)
3 11mm~>a<f<$) ’ g(ir)) f:( li)rnm%a f(l') ) hmwﬁa g(l’)

: flx) 25\
4. lim,_,, 0@ - ilg(llg@) si lim,_,, g(x) # 0.

3.2.1 Limites de las funciones elementales

e Funciones polinémicas. Si f es un polinomio, entonces existe el limite de f en
cualquier punto a € Ry lim,_,, f(z) = f(a).

p(z)

o Funciones racionales. Si f(z) = (@) con p(z) y ¢q(z) dos polinomios, entonces
q(z

existe el limite de f en cualquier punto a € R que no sea una raiz de g(z), y
lim, ., f(x) = f(a). Si a es una raiz de ¢(x) entonces el limite puede existir o no.

o Funciones potenciales. Si f(z) = 2" con r € R, entonces existe el limite de f en
cualquier punto a tal que exista un intervalo (a — d,a + ) C Dom(f) para algun
d >0, y en ese caso, lim,_,, f(z) = f(a).

o Funciones exponenciales. Si f(z) = ¢* con ¢ € R entonces existe el limite de f
en cualquier punto a € R ylim__,, f(z) = f(a).

 Funciones logaritmicas. Si f(z) = log, x con ¢ € R, entonces existe el limite de
f en cualquier punto a € R* y lim,_,, f(ac) = f(a).

o Funciones trigonométricas. Si f(x) es una funcién trigonométrica, entonces
existe el limite de f en cualquier punto a € Dom(f) y lim,_,, f(z) = f(a).

3.3 Indeterminaciones y su resolucion

3.3.1 Tipos de indeterminaciones

Al calcular limites pueden aparecer las siguientes indeterminaciones:

f(x)
g(z)

« Tipo cociente. Si lim, ,, f(x) = 0 y lim,_,, g(z) = 0, entonces presenta

. S, .0
una indeterminacién del tipo — cuando = — a.

f(z)
g(z)

Silim,_,, f(z) = 400 y lim,_,, g(x) = 400, entonces presenta una indeter-

minacién del tipo +— cuando x — a.
0
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o Tipo producto. Si lim, ., f(z) = 0y lim,_,, g(z) = 400, entonces f(z) - g(x)
presenta una indeterminacién del tipo 0 - +00 cuando = — a.

+ Tipo potencia. Silim,_,, f(x) = 1y lim, ,, g(z) = 0o, entonces f(x)9® presenta
una indeterminacién del tipo 1°° cuando x — a.

Si lim, ,, f(x) =0y lim, ,, g(x) = 0, entonces f(x)9®) presenta una indetermina-
cién del tipo 0° cuando = — a.

f(z) = oo y lim,_,, g(x) = 0, entonces f(z)9®) presenta una indetermi-
0 cuando z — a.

Silim, .,
nacién del tipo oo

« Tipo diferencia. Si lim,_,, f(z) = co y lim,_,, g(x) = oo, entonces f(z) — g(x)
presenta una indeterminacion del tipo oo — oo cuando = — a.

3.3.2 Resolucién de una indeterminacion de tipo cociente

: . . . o .0 o0
Existen diferentes técnicas para resolver una indeterminacién del tipo o o —:
00
e Factorizacion de polinomios en funciones racionales.
e Divisién por el términos de mayor orden en funciones racionales.
o Infinitésimos equivalentes.

Regla de L’Hopital.

3.3.2.1 Factorizacién de polinomios en funciones racionales

p(x)

Si f(z) = ﬁ es una funcién racional que presenta una indeterminacién de tipo cociente
q(x

cuando z — a, y a es una raiz de p(z) y ¢(x), se puede resolver la indeterminacién
factorizando los polinomios y simplificando.

:c3—3x+2_>0 d 1
_— — cuando x .
A —dr+3 0"

Para resolver la indeterminacién factorizamos los polinomios

Ejemplo 3.7. La funcién f(z) =

22 =3 +2=(v+2)(x— 1)
2t —dx +3 = (22 + 22+ 3)(x — 1)2.

Como el factor (z—1)? es comiin, podemos simplificar la funcién en el cdlculo del limite:

¥ =3r+2 (x+2)(z—1)2 . (x+2) 3
lim ———— = lim =lim ————— = - =0.5.
a1t —dr +3 21 (224204 3)(x—1)2 a1 (22+2243) 6
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3.3.2.2 Divisién por el término de mayor orden en funciones racionales

p(x)

Sif(z) = ﬁ es una funcién racional que presenta una indeterminacién de tipo cociente
q(x

cuando x — 400, entonces se puede resolver dividendo p(z) y ¢(x) por el término de
mayor grado de ambos polinomios.

33 2
Ejemplo 3.8. La funcién f(z) = % — 2 cuando = — oo.
xt —4x 00

Para resolver la indeterminacién dividimos numerador y denominador por z* que es el
término de mayor grado:

3_
e D R =
lim —————— = lim —%—— = lim . = =-=0
z—oo x* —4x + 3 maoo% 00 1_F+z7 1

ag + a r + - a, "

En general, si f(z) = , entonces:
& H@) = T hat b, am
e Sin > m entonces lim,_,  f(x) = 4o00.
e Sin < m entonces lim,_,_  f(z) =0.
. . a
e Sin =m entonces lim, ., f(z) = b—”

3.3.2.3 Infinitésimos equivalentes

Definicién 3.3 (Infinitésimos equivalentes). Si f(z) — 0y g(x) — 0 cuando z — a,
entonces se dice que f y g son infinitésimos equivalentes cuando x — a si se cumple

@)
z—)agx) 1

En tal caso se escribe f(z) ~ g(x) cuando = — a.

Si f(z) =~ g(x) cuando x — a entonces f(z) y g(x) son magnitudes equivalentes cuando
T — a.

Infinitésimos equivalentes cuando x — 0:

1Se puede simplificar porque aunque = — 1, = # 1 y por tanto el denominador no se anula.
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senr ~ T ~tgx

22
1—cosx~ —

arctgxr ~ x
e —l~zx

log(l+z)~

A veces se puede resolver una indeterminacién cuando x — a sustituyendo cualquier
subexpresion de la funcién por un infinitésimo equivalente cuando = — a.

1—
Ejemplo 3.9. La funcién f(z) = senz(l — cos )

x3

— cuando z — 0.
0

22

Como senz ~ x y 1 —cosz ~

— cuando  — 0, para resolver la indeterminacién
22
sustituimos senx por * y 1 — cosz por —

2 :
1 z z 1
im sene(l — cosz) = lim —2 = lim -2, = lim - = 0.5.
z—0 3 -0 23 z—0 13 z—0 2
3.3.2.4 Regla de L’Hépital
0
Teorema 3.1 (Regla de L’Hopital). Si /() — — 0o — cuando x — a, entonces Si
gle) 0 " o0
/7
existe el limite de f/ (z) cuando x — a se cumple
g'(x)
w0 T
T—a g x) T—a g (x)

Advertencia

’
T
Para que exista lim,_,, (@)

g ()
entorno de a.

es necesario que que f y g sean derivables en un

1 2_1
Ejemplo 3.10. Sea f(x) = M

00
— — cuando x — oo.
T+ 2 00

Para resolver la indeterminacién aplicamos la regla de L’Hopital:
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log(z? — 1 log(z® — 1))’ 2
h Og<$ ) — hm (Og<$ /)) — hm :Ez—l —
T—00 x4+ 2 T—00 (H?-F 2) T—00
2 21) 2
= lim Y — lim (22) > = lim — =0
T—00 L4 — T—00 (12 _ 1) r—00 21

3.3.3 Resolucion de una indeterminacién de tipo producto

Si f(x) - 0y g(x) - 400 cuando = — a, entonces la indeterminaciéon f(z) - g(z) —
0 - +00 puede convertirse en una de tipo cociente mediante la transformacion:

fa)- o) = {1k

%

[en) Nan}

Ejemplo 3.11. Sea f(x) = 22e}/** - 0 - 00 cuando z — 0.

1/22
. 2 . (& (0.9]
lim z2e!/*° = lim — —
20 x—0 1/x? 00

Aplicando ahora la regla de L’Hopital tenemos:

1/z2 61/m2 61/m2;§ )
lim —— = lim ~——% = lim —* = lim el = 0.
z—0 1/;U z—0 (]_/332) z—0 o5 z—0

3.3.4 Resoluciéon de una indeterminacion de tipo potencia

Si f(x)9®) presenta una indeterminacién de tipo potencia cuando x — a, entonces la in-
determinacién puede convertirse en una de tipo producto mediante la transformacién:

exp (log f(2)9™)) = exp (g(z) - log f()).

1 xr
Ejemplo 3.12. Sea f(x) = (1 + —) — 1°° cuando z — cc.
x

1\* 1\* 1
(1—&—7) = lim exp (log(l—i—) )zexp(lim mlog(l%—f))—
T T—00 T T—00 T

log (1+2

lim
Xr—r 00

T—00 1/£C
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Aplicando ahora la regla de L’Hépital tenemos:

log (1+ 1)) ek 1
exp ( lim <0g(+x)>) = exp ( lim M = exp ( lim T ) =exp(l) =e.
T—00 =

T—00 (1/33)/ ;—2 z—00 1 + p

3.3.5 Resolucién de una indeterminacion de tipo diferencia

Si f(xz) = ooy g(z) = oo cuando = — a, entonces la indeterminaciéon f(x) — g(x) puede
convertirse en una de tipo cociente mediante la transformacion:

1

1 1 0
(z) (z)
(o)~ gla) = T T 2
flz)g(z)
. 1 1
Ejemplo 3.13. Sea f(x) = — — — 00 — oo cuando & — 0.
senr
1 1 . T —senx

. 0
im ——=lm— — —.
z—=0senx x =—0 xsenx 0

Aplicando ahora la regla de L’Hépital tenemos:

/7
. Tr—senx . (x—senx) . 1—cosx
lim ——— =lm — = lim ——— =
z—0 xsenx z—0 (m sen x) z—0 Senx + x cosx
/
. (1 —cosz) . sen x
= lim - = lim =

x—0 (Senx + T CcoS aj) z—0 COS X —‘l— COSTx —Irsenx

0 0

5 .

3.4 Asintotas de una funcion
Una asintota de una funcién es una recta a la que tiende la funcién en el infinito, es

decir, que la distancia entre la recta y la funcién es cada vez menor.

Existen tres tipos de asintotas:

e Asintota vertical: © = a,
e Asintota horizontal: y = a,
e Asintota oblicua: y = a + bx.
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3.4.1 Asintotas verticales

Definicién 3.4 (Asintota vertical). Se dice que una recta = a es una asintota vertical
de una funcién f si se cumple

lim f(z) =400 o lim f(z)= 400

Tr—a— r—a

Las asintotas verticales deben buscarse en los puntos donde no esta definida la funcion,
pero si lo estd en las proximidades.

r+1

Ejemplo 3.14. La recta x = 2 es una asintota vertical de f(x) = 5 Ya que

o x+1 .o x+1
lim = —00, vy lim
z—2- T — 2 z—2t T — 2

Figura 3.7: Grafica de una asintota vertical

3.4.2 Asintotas horizontales

Definicién 3.5 (Asintota horizontal). Se dice que una recta y = a es una asintota
horizontal de una funcién f si se cumple
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r+1

Ejemplo 3.15. La recta y = 1 es una asintota horizontal de f(x) = 5 Ya que
1 3
lim 2 Tl lim 1+ =1,y
T——00 I — T——00 r— 2
1 3
lim Tt = lim 1+ =1.
T—+00 I — 2 T—+00 €r — 2

Figura 3.8: Gréafica de una asintota horizontal

3.4.3 Asintotas oblicuas

Definicién 3.6 (Asintota oblicua). Se dice que una recta y = a + bx es una asintota
oblicua de una funcién f si se cumple

m @) _ . _
AT, =Y AR oe=e

2
Ejemplo 3.16. La recta y = x 4+ 1 es una asintota oblicua de f(z) = $ T ya que
T _

x $2

lim 2L = lim ——— =1,y
r—+00 I rT—+00 ¢ — I
2
. xT . X
lim —x= lim 1+ =1
z—doo x — 1 T—400 x—1
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3 y=x+1

.
-

LI
1 2 3 4 5

2

f() =

x—1

Figura 3.9: Gréfica de una asintota oblicua

3.5 Continuidad

Definicién 3.7 (Funcién continua en un punto). Se dice que una funcién f es continua
en el punto a si

lim f(z) = f(a).

r—a

De esta definicion se deducen tres condiciones necesarias para la continuidad:

1. f(a) € Dom(f).
2. Existe lim,_,, f(x).

3. lim, , f(x) = f(a).

Si se rompe alguna de estas condiciones, se dice que la funcién presenta una discontinui-
dad en a.

Definicién 3.8 (Funcién continua en un intervalo). Se dice que una funcién f es con-
tinua en un intervalo si lo es en cada uno de los puntos del intervalo.

La grafica de una funcién continua en un intervalo puede dibujarse sin levantar el 1apiz.
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3.6 Tipos de discontinuidades

Dependiendo de la condicién de continuidad que se rompa, existen distintos tipos de
discontinuidades:

e Discontinuidad evitable.

e Discontinuidad de 12 especie de salto finito.

e Discontinuidad de 12 especie de salto infinito.
¢ Discontinuidad de 22 especie.

3.6.1 Discontinuidad evitable

Definicién 3.9 (Discontinuidad evitable). Se dice que una funcién f tiene una dis-
continuidad evitable en el punto a si existe el limite de f(z) cuando =z — a pero

lim f(z) # f(a).

tiene una discontinuidad evitable en x = 1

Ejemplo 3.17. La funcién f(z) = i
x —

ya que la funcion no esta definida en x = 1 pero

. x?—
lim
x—1 r —

=limx+1=2.
x—1
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Figura 3.10: Grafica de una discontinuidad evitable

3.6.2 Discontinuidad de 1? especie de salto finito
Definicién 3.10 (Discontinuidad de 12 especie de salto finito). Se dice que una funcién

f tiene una discontinuidad de 1¢ especie de salto finito en el punto a si existen los limites
laterales de f(x) cuando x — a pero

Tr—a~

lim f(z)# lim f(x).
r—at
A la diferencia entre ambos limites se le llama salto de la discontinuidad.

|z

Ejemplo 3.18. La funcién f(x) = ~— tiene una discontinuidad de 1? especie de salto
x

finito en z = 0 ya que

Salto =1—(—1) = 2.
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Figura 3.11: Gréfica de una discontinuidad de salto finito

3.6.3 Discontinuidad de 1? especie de salto infinito

Definicién 3.11 (Discontinuidad de 1* especie de salto infinito). Se dice que una funcién
f tiene una discontinuidad de 19 especie de salto infinito en el punto a si

lim f(z) =400 o lim f(z)= +oo.

z—a” z—at

Si f tiene una discontinuidad de 1 especie de salto infinito en un punto a, entonces f
tiene una asintota vertical z = a.

Ejemplo 3.19. La funcién f(z) = e'/* tiene una discontinuidad de 12 especie de salto
infinito en x = 0 ya que

lim el/* =0
r—0~
lim el/* =
z—0t

o0
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{\ fx) = l/i

|
-2 -1

\J

Figura 3.12: Gréfica de una discontinuidad de salto infinito

3.6.4 Discontinuidad de 22 especie

Definicién 3.12 (Discontinuidad de 2* especie). Se dice que una funcién f tiene una
discontinuidad de 2% especie en el punto a si no existe alguno de los limites laterales y
tampoco se trata de una discontinuidad de 12 especie de salto infinito.

Normalmente la discontinuidades de 2% especie se dan en puntos donde la funcién no
estd definida en sus proximidades.

Ejemplo 3.20. La funcién f(z) = tiene una discontinuidad de 2% especie en

1
vaz—1

z =1 ya que
li ! ist
zi}ﬂi{ \/ﬁ Nno existe
. 1
lim —— = o0
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—'2 -1 Y 1 2
f) = -

x2 -1

Figura 3.13: Gréfica de una discontinuidad de 2% especie
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4 Calculo diferencial en una variable

4.1 El concepto de derivada

4.1.1 Tasa de variacién media
Definicién 4.1 (Incremento). Dada una funcién y = f(z), se llama incremento de f

en un intervalo [a, b] a la diferencia entre el valor de f en cada uno de los extremos del
intervalo, y se nota

Ay = f(b) — f(a).

Cuando f es la funcién identidad y = x, se cumple que

Az = Ay = f(b)~ fla)=b—a,

y por tanto, el incremento de z en un intervalo es la amplitud del intervalo. Esto nos
permite escribir el intervalo [a, b] como [a,a + Az].

Definicién 4.2 (Tasa de variacién media). Se llama tasa de variacién media de f en el
intervalo [a,a + Ax], al cociente entre el incremento de y y el incremento de z en dicho
intervalo, y se escribe

TVMf[a,a+A;p]:%i: f(a+AA~”2—f(a)‘

Ejemplo 4.1. Consideremos la funcién y = 22 que mide el drea de un cuadrado de
chapa metélica de lado x.

Si en un determinado instante el lado del cuadrado es a, y sometemos la chapa a un
proceso de calentamiento que aumenta el lado del cuadrado una cantidad Az, jen cudnto
se incrementara el drea del cuadrado?

Ay = fla+ Az) — f(a) = (a + Az)? —a? =
= a? + 2aAz + Ax? — a® = 2aAx + Ax?.
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. Cudl serd la tasa de variacién media del drea en el intervalo [a,a + Ax]?

Ay  2aAz + Ax?

TVM fla,a + Ax] = Ay Az

= 2a + Ax.

a Ax

Figura 4.1: Variacién que experimenta el area de un cuadrado al variar el lado

4.1.2 Interpretacion geométrica de la tasa de variacion media

1 Nota

La tasa de variacion media de f en el intervalo [a,a + Az] es la pendiente de la
recta secante a f en los puntos (a, f(a)) y (a + Az, f(a + Ax)).
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2 Ay = f(a + Ax) — f(a)

Ax

A

|

|

| ,

a 1 a+ Ax 2 X
Figura 4.2: Grafica de la recta secante a una funcién en dos puntos

4.1.3 Tasa de variacidon instantanea

En muchas ocasiones, es interesante estudiar la tasa de variacién que experimenta una
funcién, no en intervalo, sino en un punto.

Conocer la tendencia de variacién de una funcién en un instante puede ayudarnos a
predecir valores en instantes préximos.

Definicién 4.3 (Tasa de variacién instantanea y derivada). Dada una funcién y = f(z),
se llama tasa de variacion instantdnea de f en un punto a, al limite de la tasa de variacion
media de f en el intervalo [a,a + Az], cuando Az tiende a 0, y lo notaremos

: o Ay B
TVI f(a) = AILIEIEO TVM fla,a + Azx] = Al;ggo X, =
= lim fla+ Az) — f(a)
Ax—0 Ax

Cuando este limite existe, se dice que la funcién f es derivable en el punto a, y al valor
del mismo se le llama derivada de f en a, y se nota como

f’(a) o bien %(a)
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Ejemplo 4.2. Consideremos de nuevo la funcién y = x2? que mide el 4rea de un cuadrado
de chapa metélica de lado x.

Si en un determinado instante el lado del cuadrado es a, y sometemos la chapa a un
proceso de calentamiento que aumenta el lado del cuadrado, jcudl es la tasa de variacién
instantanea del area del cuadrado en dicho instante?

Ay fla+Azx)— f(a)
O= M AT A
2aA Az?
= lim 2007 + Ar” = lim 2a+ Az = 2a.
Az—0 Az Az—0
Asi pues,
f'(a) = 2a,

lo que indica que la tendencia de crecimiento del area es del doble del valor del lado.

El signo de f’(a) indica la tendencia de crecimiento de f en el punto a:

e f’(a) > 0 indica que la tendencia es creciente.
e f’(a) <0 indica que la tendencia es decreciente.

4.1.4 Interpretacién geométrica de la tasa de variacion instantanea

1 Nota

La tasa de variacién instantdnea de f en el punto a es la pendiente de la recta
tangente a f en el punto (a, f(a)).
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Y

f@) + f'(a)(x —a)]
fla)

Figura 4.3: Grafica de la recta tangente a una funcién en un punto

4.2 Interpretacidon cinematica de la derivada

4.2.1 Movimiento rectilineo

Supéngase que la funcién f(¢) describe la posiciéon de un objeto mévil sobre la recta real
en el instante t. Tomando como referencia el origen de coordenadas O y el vector unitario
i = (1), se puede representar la posicion P del mévil en cada instante ¢ mediante un
vector OP = zi donde z = f(t).

Tiempo Posicién

(=

= 43

R
t o @) 1 _ :f(f)

—
o —— —

Figura 4.4: Interpretacién cinematica del movimiento rectilineo

También tiene sentido pensar en f como una funcién que mide otras magnitudes como
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por ejemplo la temperatura de un cuerpo, la concentracién de un gas o la cantidad de
un compuesto en una reaccién quimica en un instante ¢.

En este contexto, si se toman los instantes t = ¢, y t = t, + At, ambos del dominio I de
f, define el vector

v f(to + At) — f(ty)
mo At ’

que se conoce como velocidad media de la trayectoria f entre los instantes ¢ y t,+ At.

Ejemplo 4.3. Un vehiculo realiza un viaje de Madrid a Barcelona. Sea f la funciéon que
da la posicién del vehiculo en cada instante. Si el vehiculo parte de Madrid (km 0) a las
8 y llega a Barcelona (km 600) a las 14 horas, entonces la velocidad media del vehiculo
en el trayecto es

=100 km/h.

_ f(14)— f(8) 6000
Vm = T4 "8 T 6

Siguiendo en este mismo contexto del movimiento rectilineo, la derivada de f en el
instante ¢ = ¢, es el vector

v = f/(t()) _ Algilo f(tO +AAti_f(tO)7

que se conoce, siempre que exista el limite, como welocidad instantinea o simplemente
la velocidad de la trayectoria f en el instante ¢.

Es decir, la derivada de la posicion respecto del tiempo, es un campo de vectores que
recibe el nombre de velocidad a lo largo de la trayectoria f.

Siguiendo con el ejemplo anterior, lo que marca el velocimetro en un determinado instante
seria el modulo del vector velocidad en ese instante.

4.2.2 Generalizacion al movimiento curvilineo

La derivada como velocidad a lo largo de una trayectoria en la recta real puede genera-
lizarse a trayectorias en cualquier espacio euclideo R™.

Para el caso del plano real R?, si f(¢) describe la posicién de un objeto mévil en el plano
en el instante ¢, tomando como referencia el origen de coordenadas O y los vectores
coordenados {i = (1,0),j = (0,1)}, se puede representar la posicién P del mévil en cada

=

instante ¢ mediante un vector OP = x(t)i + y(t)j cuyas coordenadas
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{w_x(w teICR
y=y(t)

se conocen como funciones coordenadas de f y se escribe f(t) = (z(t),y(t)).

Tiempo

¥ 1 x(lﬂ ’x

Figura 4.5: Interpretacién cinematica del movimiento curvilineo

4.2.2.1 Velocidad en una trayectoria curvilinea en el plano

En este contexto de una trayectoria f(t) = (x(t),y(t)) en el plano real R?, para un
instante ¢ = 1, si existe el vector

entonces f es derivable en el instante ¢t = t; y el vector v = f’(¢,) se conoce como
velocidad de f en ese instante.

Como f(ty) = (x(t),y(t)),

o o+ A1) — f(to) (x(to + Ab), y(to + At)) — (x(to), y(to))

Fit) = AIHO At - Alglo At -
& 93(750 + At) — m(t0> y(to + At) — y(to) _
= lim , =
At—0 At At
ozt FAL) —(ty) L yltg+ A —ylty)\ ,
- (Al&r&o A AT A = (@) (fo)
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luego

v =a'(t)i + ¥y (to)J-

Ejemplo 4.4. Dada la trayectoria f(t) = (cost,sent), t € R, cuya imagen es la circun-
ferencia de centro el origen de coordenadas y radio 1, sus funciones coordenadas son
x(t) = cost, y(t) =sent, t € R, y su velocidad es

v=f'(t)=(2'(t),y'(t)) = (—sent,cost).

En el instante t = 7/4, el mévil estard en la posicion f(n/4) = (cos(w/4),sen(n/4)) =
(v/2/2,4/2/2) y se movera con una velocidad v = f’(7/4) = (—sen(n/4),cos(r/4)) =

(_\/i/Qa \/5/2)
}/ V
f \ »
A j X

Y

A

Figura 4.6: Trayectoria de la circunferencia

Obsérvese que el médulo del vector velocidad siempre serd 1 ya que |v| =
V/(—sent)? + (cost)? = 1.

4.3 Recta tangente a una trayectoria

4.3.1 Recta tangente a una trayectoria en el plano

Los vectores paralelos a la velocidad v se denominan vectores tangentes a la trayectoria
f en el instante ¢ = t,, y la recta que pasa por P = f(t,) dirigida por v es la recta
tangente a f cuando t = t.



Definicién 4.4 (Recta tangente a una trayectoria). Dada una trayectoria f sobre el
plano real R?, se llama recta tangente a f para t = t, a la recta de ecuacién

Ui (z,y) = fto) +tf (t) = (x(ty), y(ty)) +t(2" (), y (o))
= (z(ty) +ta'(ty), y(ty) + ty'(ty))-

Ejemplo 4.5. Se ha visto que para la trayectoria f(t) = (cost,sent), t € R, cuya imagen
es la circunferencia de centro el origen de coordenadas y radio 1, en el instante t = 7/4
la posicién del mévil era f(m/4) = (v/2/2,v/2/2) y su velocidad v = (—/2/2,v/2/2), de
modo que la recta tangente a f en ese instante es

2 2 72 o iy g T

l=X=fwM%Hv=<thF>+t( ““) (“2 (V2 V2 9f)

De la ecuacion vectorial de la recta tangente a f para t = t), se obtiene que sus funciones
cartesianas son

teR,

{xza%wtf%>
y=y(ty) +ty'(to)

y despejando ¢t en ambas ecuaciones e igualando se llega a la ecuacién cartesiana de la
recta tangente

z — x(tp) _Yy- y(to)
z’(ty) Yy (to) ’

si x’(ty) # 0 e y'(ty) # 0, y de ahi a la ecuacién en la forma punto-pendiente

y—ylty) = (x —z(ty))-

EJemplo 4.6. Partiendo de la ecuacién vectorial de la tangente del ejemplo anterior

= ( t‘g, \QF + t‘f> su ecuacion cartesiana es

m—\/§/2_y—\@/2:>

22 T VR

y— 22 = _E/Q%—ﬂ/z) N

y:—a:-i-\/i.

76



4.3.2 Recta normal a una trayectoria en el plano

Se ha visto que la recta tangente a una trayectoria f cuando t = t, es la recta que pasa
por el punto P = f(t,) dirigida por el vector velocidad v = f'(t,) = ('(ty),y'(ty)). Sien
lugar de tomar ese vector se toma como vector director el vector w = (y'(¢,), —2’(ty)),
que es ortogonal a v, se obtiene otra recta que se conoce como recta normal a la trayec-
toria f cuando t = .

Definicién 4.5 (Recta normal a una trayectoria). Dada una trayectoria f sobre el plano
real R?, se llama recta normal a f para t =t a la recta de ecuacién

L (2,y) = (2(to), y(to)) + Uy (to), =" (ko)) =
= (z(to) + 1y (t9), y(to) — ta’(ty))-

Su ecuacién cartesiana es

z — x(ty) _Yy= y(to)
y'(to) —2’(ty)

y su ecuacién en la forma punto pendiente
to

y—ylty) = ——=-
0 Yy (to)

Advertencia

La recta normal es perpendicular a la recta tangente ya que sus vectores directores
son ortogonales.

Ejemplo 4.7. Siguiendo con el ejemplo de la trayectoria f(t) = (cost,sent), t € R, la
recta normal en el instante t = /4 es

l:(z,y) = (cos(m/4),sen(n/4)) + t(cos(m/4),sen(n/4)) =
<\/§\/§>+t<ﬂ\/§):<xf V2 V2 f)

27 2 272 2+2 2 2

y su ecuacién cartesiana es

r—v2/2 y—v2/2 V2/2
V22 e Y v2/2 = N VY=
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) y=x

t=m/4

_ j”\y:_x+\/§

Y

A

Figura 4.7: Tangente y normal a la trayectoria de una circunferencia

4.3.3 Rectas tangente y normal a una funcién

Un caso particular de las recta tangente y normal a una trayectoria son la recta tangente
y normal a una funcién de una variable real. Si se tiene la funcién y = f(z), z € I C R,
una trayectoria que traza la grafica de f es

gt) = (t, f(t)) tel,

y su velocidad es
g'(t) = (1, f'(t)),

de modo que la recta tangente para t = z es

T~ _ y— f(zg)
1 f/(zg)

=y — fxg) = f'(xo)(x — ),
y la recta normal es

r—x5 y— f(xg) —1
f'(zg) -

1 iy—f(xo):m(x_%)a

Ejemplo 4.8. Dada la funcién y = f(z) = 22, la trayectoria que dibuja la grafica de
esta funcién es g(t) = (¢,t?) y su velocidad es ¢'(t) = (1,2t), de modo que en el punto
(1,1), que se alcanza en el instante ¢ = 1, la recta tangente es

—1 —1
xl :yT:>y—1:2(:c—1):>y:2x—1,
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y la recta normal es

r—1 y—1 —1 —x 3
YT s T ) =y = 242
2 - Y g @l =y="5+3

4.3.4 Recta tangente a una trayectoria en el espacio
El concepto de recta tangente a una trayectoria en el plano real puede extenderse facil-
mente a trayectorias en el espacio real R3.

Si f(t) = (x(t),y(t),2(t), t € I CR, es una trayectoria en el espacio real R?, entonces
el mévil que recorre esta trayectoria en el instante ¢ = ¢, ocupard la posicion P =
(x(ty), y(ty), 2(ty)) v tendrd una velocidad v = f'(t) = (2'(¢),y'(t), 2'(t)), de manera
que la recta tangente a f en ese instante sera

L (2,y,2) = (2(to), y(to), 2(to)) + H(2" (t), 4" (o), 2" (t9)) =
= (x(to) + 1’ (to), y(to) + 1y (ty), 2(ty) + t2'(Ly)),

cuyas ecuaciones cartesianas son

x —x(ty) _ y—y(tp) _ z—2(ty)
' (ty) Yy (to) 2 (ty) 7

siempre que 2/ (ty) # 0,y (ty) # 0y 2/ (tg) # 0.

Ejemplo 4.9. Dada la trayectoria del espacio f(t) = (cost,sent,t), t € R, en el instante
t = /2, la trayectoria pasara por el punto

f(m/2) = (cos(m/2),sen(w/2),7/2) = (0,1,7/2),

con una velocidad

v = f'(n/2) = (—sen(n/2),cos(7/2),1) = (—1,0,1),

y la tangente en ese punto es

l:(x,y,2) =(0,1,7/2) + t(—1,0,1) = (¢, 1,t + 7/2).
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X

Figura 4.8: Grafica de la tangente a una trayectoria en el espacio.

i Ejemplo interactivo

4.4 Algebra de derivadas

4.4.1 Propiedades de la derivada

Si y = ¢, es una funcién constante, entonces y’ = 0.
Si y = x, es la funcién identidad, entonces y" = 1.

Siu= f(z) y v=g(z) son dos funciones diferenciables, entonces

(u—l—v)/—u’—i—z/
o (u—v) =u —2
(u-v) —u VF U v
E)l cv—u-v
v 2

4.5 Derivada de una funcion compuesta: La regla de la cadena

Teorema 4.1 (Regla de la cadena). Siy = fog es la composicion de dos funciones
y= f(2) yz=g(x), entonces
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(feg)(z)=f'(9(x))g (x),
Prueba. Resulta sencillo demostrarlo con la notacién diferencial

dy dydz

=L P (g @) = T 9@ (@),

O]

Ejemplo 4.10. Si f(z) =senz y g(z) = x?, entonces f o g(z) = sen(x?) y, aplicando la
regla de la cadena, su derivada vale

(fog) () = f'(g(x))g (x) = cos g(x)2x = cos(x?)2x.

Por otro lado, go f(2) = (sen 2)? y, de nuevo aplicando la regla de la cadena, su derivada
vale

(geo ) (2)=¢"(f(2))f (2) =2f(2) cosz = 2sen z cos z.

4.6 Derivada de la inversa de una funcion

Teorema 4.2 (Derivada de la funcién inversa). Siy = f(z) es una funcién yx = f~1(y)
es su inversa, entonces

Y ) = !

T @) ()

Prueba. También resulta sencillo de demostrar con la notacién diferencial

dx 1 1 1

dy ~ dy/dz ~ f'(x) ()

g

Ejemplo 4.11. La inversa de la funcién exponencial y = f(z) = e” es el logaritmo
neperiano z = f~1(y) = Ilny, de modo que para calcular la derivada del logaritmo
podemos utilizar el teorema de la derivada de la inversa y se tiene

IR S U B
W=y~ =an =y
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4.7 Estudio del crecimiento de una funcion

La principal aplicacion de la derivada es el estudio del crecimiento de una funcién me-
diante el signo de la derivada.

Teorema 4.3. Si f es una funcion cuya derivada existe en un intervalo I, entonces:

o SiVx el f'(x) >0 entonces f es creciente en el intervalo I.
o SiVx el f'(x) <0 entonces f es decreciente en el intervalo 1.

3

Ejemplo 4.12. La funcién f(z) = x° es creciente en todo R ya que Va € R f/(x) > 0.

Advertencia

Una funcién puede ser creciente o decreciente en un intervalo y no tener derivada.

Ejemplo 4.13. Consideremos la funcién f(x) = 2% — 222 + 1. Su derivada f'(z) =
423 — 4x esté definida en todo R y es continua.
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flx) = x—2x% +1

Y

=3

f(x) = 4x° — 4x

&

Crecimiento f(x) |

T

Y
I
I
\
-2 1 ¢
Signo f'(x) - 0 + 0

A
L
(h]
S e R
[ =y
|
—
1

O ] e — —
o —
Y

_|_

Figura 4.9: Estudio del crecimiento de una funcién

4.8 Determinacion de los extremos relativos de una funcion

Como consecuencia del resultado anterior, la derivada también sirve para determinar los
extremos relativos de una funcién.

Teorema 4.4 (Criterio de la primera derivada). Sea f es una funcién cuya derivada
existe en un intervalo I, y sea xy € I tal que f'(zy) =0, entonces:

o Siexiste un 6 > 0 tal que Vo € (xqg—0,2) f'(x) >0y Vo € (zy,xy+9) f'(x) <0
entonces f tiene un maximo relativo en xz.

o Siexiste un 6 > 0 tal que Vo € (xqg—6,2¢) f'(x) <0 yVz e (zy,x9+9) f'(x) >0
entonces f tiene un minimo relativo en x,.

o Siexiste un 6 > 0 tal que Va € (xqg—6,2¢) f'(x) >0y Ve (zy,x9+9) f'(x) >0
entonces f tiene un punto de inflexién creciente en z,.
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o Siexiste un 6 > 0 tal que Va € (xqg—0,xzy) f(x) <0 yVz € (zy,2,+9) f'(x) <0
entonces f tiene un punto de inflexién decreciente en x.

Los puntos donde se anula la derivada de una funcién se denominan puntos criticos.

Ejemplo 4.14. Consideremos de nuevo la funcién f(z) = 2* — 222 + 1. Su derivada
f/(x) = 42® — 4x estd definida en todo R y es continua.

f(x) =x*-2x2 +1

-

—
-2

f(x) = 4x° — 4x

Crecimiento f(x) |

-
H

e
-

Y

[
|
M

|
- - — = =
+

-2
Signo f'(x) —

Extremos f(x) Min Maéx Min

[y
—— O — — =E

- —
+

Figura 4.10: Estudio de los extremos de una funciéon

4.9 Estudio de la concavidad de una funcion

La concavidad de una funcién puede estudiarse mediante el signo de la segunda deriva-
da.
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Teorema 4.5 (Criterio de la segunda derivada). Si f es una funcién cuya segunda
derivada existe en un intervalo I, entonces:

o SiVx el f’(x) >0 entonces f es concava en el intervalo 1.
o SiVx el f’(x) <0 entonces f es conveza en el intervalo I.

Ejemplo 4.15. La funcién f(x) = 22 tiene segunda derivada f”/(x) = 2 > 0 y por tanto
es céncava en todo R.

Advertencia

Una funcién puede ser concava o convexa en un intervalo y no tener derivada.

Ejemplo 4.16. Consideremos de nuevo la funcién f(z) = z* — 222 + 1. Su segunda
derivada f”/(z) = 1222 — 4 est4 definida en todo R y es continua.
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flx) =a*t—2x2+1 1

Y

-
-

|
Signo f""(x) + 0 - 0 +

Figura 4.11: Estudio de la concavidad de una funcién

I
|
I
Concavidad f(x) U |
I

o4« D
H_
N

4.10 Polinomios de Taylor

4.10.1 Aproximacién de una funciéon mediante un polinomio
Una aplicacién muy util de la derivada es la aproximacién de funciones mediante poli-
nomios.

Los polinomios son funciones sencillas de calcular (mediante sumas y productos), que
tienen muy buenas propiedades:

o Estan definidos en todos los ntimeros reales.
e Son funciones continuas.
e Son derivables hasta cualquier orden y sus derivadas son continuas.
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Objetivo. Aproximar una funciéon f(x) mediante un polinomio p(x) cerca de un valor
xr = xo.

4.10.1.1 Aproximacion mediante un polinomio de grado 0

Un polinomio de grado 0 tiene ecuacién

p(x) = ¢,
donde ¢, es una constante.

Como el polinomio debe valer lo que la funcién en el punto z,, debe cumplir

p(zg) = co = f(20)-

En consecuencia, el polinomio de grado 0 que mejor aproxima a f en un entorno de x,,
es

p(x) = f(zo)-

f O

f (o)A

A
=1

L

Figura 4.12: Grafica del polinomio de Taylor de grado 0
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4.10.1.2 Aproximacion mediante un polinomio de grado 1

Un polinomio de grado 1 es una recta y tiene ecuacion

p(x) =G +61$,

aunque también puede escribirse

p(x) = ¢y + 1 (T — z).

De entre todos los polinomios de grado 1, el que mejor aproxima a f en entorno de
serd el que cumpla las dos condiciones siguientes:

e py f valen lo mismo en xy: p(zy) = f(xy),
e py f tienen la misma tasa de crecimiento en a: p’(z,) = f'(z;).

Esta ultima condicién nos asegura que en un entorno de z,, p y f tienen aproximada-
mente la misma tendencia de crecimiento, pero requiere que la funcién f sea derivable
en x.

Imponiendo las condiciones anteriores tenemos

o p(z) =co+ci(x—z0) = p(xg) = o + €1 (75 — () = ¢o = f(y),
p(r) =c; = p'(xg) = ¢; = f'(x0)-

Asi pues, el polinomio de grado 1 que mejor aproxima a f en un entorno de x, es

p(x) = f(xo) + f'(0)(x — z9),

que resulta ser la recta tangente a f en el punto (z, f(z))-
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Figura 4.13: Grafica del polinomio de Taylor de grado 1

4.10.1.3 Aproximacion mediante un polinomio de grado 2

Un polinomio de grado 2 es una parabola y tiene ecuacion

p(z) = ¢y + ¢z + cya?,

aunque también puede escribirse

p(x) = o+ ¢y (x — ) + ez — )%

De entre todos los polinomio de grado 2, el que mejor aproxima a f en entorno de z
serd el que cumpla las tres condiciones siguientes:

e py fvalen lo mismo en z,: p(xy) = f(z,),
e py f tienen la misma tasa de crecimiento en z: p’(zy) = f'(z;).
o py f tienen la misma curvatura en xy: p”(zy) = f”(xy).

Esta ultima condicion requiere que la funcién f sea dos veces derivable en z,.

Imponiendo las condiciones anteriores tenemos

o p(x) = o+ ey(x—x9) + co(x — 20)* = plag) = ¢g = f(20),
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o p(z) =cy+2c(x — 1) = p'(79) =1 + 202(3”9/_ Tg) = c; = f'(xg),
o p'(x) =2cy = p"(2) = 205 = f" () = 3 = L (2%)-

Asi pues, el polinomio de grado 2 que mejor aproxima a f en un entorno de z es

//(%)(3: —zy)2.

p(@) = flzo) + [/ (o) (2 — o) +

2

fxo)1 -

(

h
=1
o

Figura 4.14: Grafica del polinomio de Taylor de grado 2
4.10.1.4 Aproximacion mediante un polinomio de grado n
Un polinomio de grado n tiene ecuacién

p(z) = ¢+ 1z + coz® + - + ¢ 2™,

aunque también puede escribirse

p(x) =co+cy(x —x0) + Co( —19)% + - + ¢, (T — ()"

De entre todos los polinomio de grado n, el que mejor aproxima a f en entorno de x
serd el que cumpla las n + 1 condiciones siguientes:
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. pm)(%) = f(n) (zg)-

Las sucesivas derivadas de p valen

p(z) = Co + cy(z — 550) + co( — 950)2 +o Aty (T — xo)nu
p(x) = c; + 2¢y(x — ) + - + ne, (@ — 20)" 7,
p”(.f) = 262 + o+ n(” - 1)Cn(x - »’Uo)n_27

p™(z) =n(n—1)(n—2)-1c, =nlc,.
Imponiendo las condiciones anteriores se tiene

o p(xg) = co +cy(xg — xg) + oy — () + - + ¢, (T — )" = ¢o = f(p),
o P'(xg) = ¢+ 2¢y(xg — o) + -+ ne, (xg — 20)" ! = ¢ = f(20), i
o P'(2g) =2cy + - +n(n—1)c,(zg —20)" =2y = ["(x) = ¢y = %7

. (1) (g
o p(wg) = nle, = [ (wy) = ¢, = L5,

Definicién 4.6 (Polinomio de Taylor de orden n para f en el punto a). Dada una
funcién f, n veces derivable en x = ), se define el polinomio de Taylor de orden n para
f en z, como

V4 (Tl)
Py (0) = F(a0) + I @0) 2 = 20) + 00 g2 o g LA (g
n_ () 4
= Z / i('xo) (x — )",
=0 :
o bien, escribiendo z = xy + h
” (n)
Pjaa-+h) = flao) + 5o+ TS0l pe gy S0
& i
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i Nota

El polinomio de Taylor de orden n para f en z es el polinomio de orden n que mejor
aproxima a f alrededor de x, ya que es el tinico que cumple las n + 1 condiciones
anteriores.

Ejemplo 4.17. Vamos a aproximar la funcién f(z) = logx en un entorno del punto 1
mediante un polinomio de grado 3.

La ecuacion del polinomio de Taylor de orden 3 para f en el punto 1 es

/(1)
2

pa() =f)+f(Dx—1)+ (x—1)% +

Calculamos las tres primeras derivadas de f en 1:

Sustituyendo en la ecuacién del polinomio se tiene

2 2 11
(90—1)327333—%1‘2—}—33:——

—1
3 _ o _1)\2
pyq(z) =0+ 1(z 1)4_72 (x —1) +3! 3 5 5
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G I A A

f(x) =log(x)

p}rl =-1+x-21(x-1)7

Y

A

Figura 4.15: Grafica del polinomio de Taylor del logaritmo

4.10.2 Polinomio de Maclaurin de orden n

La ecuacién del polinomio de Taylor se simplifica cuando el punto en torno al cual
queremos aproximar es el 0.

Definicién 4.7 (Polinomio de Maclaurin de orden n para f). Dada una funcién f, n
veces derivable en 0, se define el polinomio de Maclaurin de orden n para f como

£10) o IO

2 n!

Pol@) = £(0) + £ (0)a +
= 00)

—~ 7.
7!

—0

~

Ejemplo 4.18. Vamos a aproximar la funcién f(x) = senz en un entorno del punto 0
mediante un polinomio de grado 3.

La ecuacion del polinomio de Maclaurin de orden 3 para f es

93



, f” 0 f/// 0
Phoe) = £0) + ;O + T 002 ¢ L0 a
Calculamos las tres primeras derivadas de f en 0:
J(w) =senz f(0) =sen0 = 0,
f'(x) =cosx 1/(0) =cos0 =1,
["(z) = —senz #7(0) = —sen0 = 0,
f///(gj) = — COS X f///(o) o cos0 = —1.

Sustituyendo en la ecuacién del polinomio obtenemos

3

0 -1 x
p%o( z)=0+1- ac+2:v + 3 ZL’S*.%'—F.
1 p}]o(x)=
1 p?}ﬂ(x):
2 -1 1
-1 4
Y

Figura 4.16: Grafica del polinomio de Maclaurin del seno
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4.10.3 Polinomios de Maclaurin de funciones elementales

f(z) P o)
3 5 2k—1
senx x—%—i—%—m—i—(—l)k(;ki_l)!sin:2kon:2k—1
2 4 2k
cos T 1—%—1—%—---—1—(—1)’“(2@!sin:2k0n:2k+1
3 5 2k—1
arctg m—%+%—-~-+(—1)k(;€7_1)sinz?koank—l
. 1 2?23 "
e 4-%4-§T4—§T4‘M‘F;E
2 3 n
log(1 + x) x—%—k%—--ﬁ—(—l)”*l%

4.10.4 Resto de Taylor

Los polinomios de Taylor permiten calcular el valor aproximado de una funcién cerca de
un valor x, pero siempre se comete un error en dicha aproximacion.

Definicion 4.8 (Resto de Taylor). Si f es una funcién para la que existe su polinomio
de Taylor de orden n en z, 2 2,0 €Dtonces se define el resto de Taylor de orden n para
f en z, como

(@) = f(@) — pl ().

El resto mide el error cometido al aproximar f(x) mediante p - (z) y permite expresar
la funcién f como la suma de un polinomio de Taylor més su resto correspondiente:

f(x) = p} . (@) + 77, ().

Esta expresién se conoce como formula de Taylor de orden n para f en z,. Se puede
demostrar, ademas, que

" (xo+h
lim ez TP _ o
h—0 hn

lo cual indica que el resto ¥ w0 (xg + h) es mucho menor que h™.
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5 Calculo integral

5.1 Primitiva de una funcion

Definicién 5.1 (Primitiva de una funcién). Se dice que la funcién F(x) es una funcion
primitiva de f(x) si se verifica que F'(x) = f(z) Vo € Dom(f).

2

Ejemplo 5.1. La funciéon F(x) = x* es una primitiva de la funcién f(z) = 2z ya que

F’(xz) = 2x para todo R.

El céalculo de primitivas puede verse como un proceso inverso al cdlculo de derivadas, y
es por eso que también se suele llamar antiderivada a la primitiva de una funcién.

5.1.1 Integral indefinida de una funcién

Si F(z) es una funcién primitiva de f(z) también lo serd toda funcién de la forma
F(x)+C, VC € R, de manera que si una funcién tiene primitiva, tiene infinitas primitivas
que se obtienen afiadiendo una constante a cualquiera de ellas.

Definicién 5.2 (Integral indefinida). Se llama funcidn integral indefinida de la funcién
f al conjunto de todas sus funciones primitivas y se representa como

/f(x)dx:F(m)+C’
siendo F'(z) una funcién primitiva de f(x) y C una constante arbitraria.

Ejemplo 5.2. La integral indefinida de f(x) = 2z es

/2xdx—x2+0.
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5.1.2 Interpretacién de la integral

En temas anteriores se vio que la derivada de una funcién es la tasa de variacién instan-
tanea, de manera que si conocemos la tasa de variacion instantanea de una funcién en
cada instante, podemos averiguar la variacién real de la funcién.

Ejemplo 5.3. ;Cuadl serd el espacio recorrido por un objeto en caida libre?

Cuando soltamos cualquier objeto desde una altura, la tnica fuerza que actia sobre él
es la gravedad, con una aceleracién aproximada de 9.8 m/s?, esto quiere decir que la
velocidad varia de forma constante y por tanto la velocidad del objeto en cada instante
t sera:

v(t) = 9.8t m/s.

Puesto que la velocidad en cada instante es la tasa de variacién instantanea del espacio
recorrido por el objeto, su primitiva nos daré el espacio recorrido por el objeto en cada
instante:

t2
e(t) = /9.&5 dt = 9.8

, . . . / o 22
Asi, por ejemplo, a los 2 segundos, el espacio recorrido serd e(2) = 9.85 = 19.6 m.

5.1.3 Linealidad de la integral

Dadas dos funciones f y g que admiten primitiva, y una constante k € R se verifica
que

L [ (f(a) + g(a)) da = [ f(z)da + [ gx) da,
2. [kf(z)dz =k [ f(x)da.

5.2 Integrales inmediatas

o [adz=ax+ C, con a constante. o [e*dr=¢"+C.
1 de=""1¢C
n . a® r=— -+ .
. fa:”dx:x +Csin#—1. / Ina
n+1

[senzdx = —cosz + C.

1
. f§d$:1n|:v|+0- Jcoszdx =senz+ C.
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e [tgzdr =Inlsecz|+ C. | cosec x cotg x dz = — cosecx + C.

[ ] = d
[ secx dx = In|secz + tgz| + C. I GinQ _ arcseng L
dx
o [cotgzdr = In|senz|+ C. - J aZ + 22

o [ cosecxdx = In|cosec x—cotgx|+C.

1
= farctgg +C.
a a

] 2 = 1
[sec? xdx =tgx + C. — et ic
a a

f dx
Va2 —a?
dx 1 | T+ a

o [secaxtgazdr =secx+C. . fm:%n‘

o [cosec? zdx = —cotgz + C.

|+ C.

r—a

5.3 Técnicas de integracion

Desgraciadamente, y a diferencia del calculo de derivadas, no existe un procedimiento
infalible que permita calcular la primitiva de una funcién siempre que exista. Existen no
obstante, diferentes técnicas para integrar algunos tipos de funciones. Las técnicas mas
habituales son:

o Integracién por partes

o Integracién por reduccion

e Integracién por cambio de variable

o Integracion de funciones racionales

e Integracién de funciones trigonométricas

5.3.1 Integracion por partes

Teorema 5.1 (Integracién por partes). Dadas f y g, dos funciones derivables de x,

/ f(@)g(x) dz = f(z)g(z) - / g (2)f(x) dz,

o con notacién diferencial, si u y v son funciones derivables de x

/udv:uv—/vdu.

Prueba. De la regla de la derivada del producto se tiene

(uv)” = u'v 4+ uv’

y calculando la integral a ambos lados se llega a
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/(uv)’dx—/u’udw+/uv’dx:>
uv:/vdu+/udv:>
/udv:uv—/vdu.

Al emplear el método de integracién por partes se debe realizar la eleccién de u y dv de
tal forma que las integrales que haya que realizar sean lo mas sencillas posibles.

O]

Ejemplo 5.4. Para integrar [z senz dx se deberd elegir u = z y dv = senx dx, con lo
que du = dx y v = — cos z, resultando

/msenwdx = —xcosx—/(—cosx)dac = —xCcosT +senz.

Si hubiésemos elegido u = senx y dv = x dx, la cosa se complica.

5.3.2 Integracion por reduccion

Las férmulas de reduccidon permiten simplificar el calculo cuando hay que aplicar la
integracion por partes varias veces consecutivas.

Si se tiene que calcular una integral indefinida I,, que depende de un nimero natural
n, las formulas de reduccién nos permitiran expresar I,, en funcién de I,,_;, es decir se
obtendra una relacién recurrente del tipo

In = f(In,1,$, n)

con lo que calculando una integral se pueden obtener facilmente las demas.

Ejemplo 5.5. Si se desea calcular I, = [ z"e” dz, aplicando la integracién por partes
se debe elegir u = 2™ y dv = e* dz, con lo que du = na"™ ! dz y v = €%, obteniéndose

n

I, = /:B”ex dr = x"e” — n/:n”le‘” dr =x"e” —nl,_;.

Asi, por ejemplo, para n = 3 se tiene
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/;1:369” de = Iy = x3e® — 31, = x3e® — 3(2%e® — 2I,) = z3e” — 3 (z2e” — 2(xe” — I))) =

= z%e” — 3 (z%e® — 2(ze” — %)) = e*(2® — 322 + 62z — 6).

5.3.3 Integracion por cambio de variable

@ Consejo

La regla de la cadena establece que la derivada de una funcién compuesta f(g(x))
es

flg(x))" = f'(g(x))g (),

de manera que es posible integrar esta tltima expresién haciendo un cambio de
variable u = g(z) de manera que du = ¢'(x)dz:

/ F(9(2))g/ (@) dz = / f(w) du = f(u) + C = f(g(x)) + C.

Ejemplo 5.6. Para calcular la integral [ dx puede hacerse el cambio de variable

zlogx
u = logzx con lo que du = %dm y sustituyendo queda

d 11 1
/ ° :/ dx:/du:10g|u|+0,
xlogx logx x U

y deshaciendo el cambio tenemos

1
/ dx =log|log x| + C.
xlogx

5.3.4 Integracion de funciones racionales
5.3.4.1 Descomposicion en fracciones simples

Toda funcién racional se puede escribir como suma de un polinomio (que tiene primi-
tiva inmediata) mas una funcién racional propia, es decir, una funcién racional en la
que el grado del numerador sea menor que el grado del denominador. A su vez, toda
funcion racional propia puede expresarse como suma de fracciones simples de los tipos
siguientes:
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A

: con raices reales simples del denominador.

(z —a)
A

ﬁ : con raices reales multiples del denominador.

r—a)”

Ax+ B , . .
———— : con raices complejas simples del denominador.
22 +cx+d

Ax+ B

————————— : con raices complejas multiples del denominador.
(2 + cx + d)™ P P

conn > 1.

5.3.4.2 Primitivas de fracciones simples

Usando la linealidad de la integral, basta calcular la primitiva de cada una de estas
fracciones simples para calcular la primitiva de la funcién racional:

A
/ dx = Alog|z —a| + C,

r—a
A —A
——dx = C si 1.
e e A
/de—Alo ]w2+cx+d\+2B_Acarct 20+ ¢ +C
Zrextd T 28 Vad — 2 g~/4d—c2 :
. ) : y x® +3x—5 :
Ejemplo 5.7 (Raices reales). Consideremos la funcién f(z) = oy L Su denomi-
3 — 3z

nador se puede factorizar como x3 — 3z + 2 = (z — 1)?(x + 2) por lo que tiene una raiz
simple -2 y una raiz multiple 1.

La descomposicion en fracciones simples es:

1:2—|—3:c—5_ A n B 4 c
¥ —-3r+2 -1 (x—1)2 =x+42
Alx—1)(x+2)+ Bz +2)+C(z —1)?
B (r—1)2(z +2) B
(A+C)2? + (A+B—-2C)z + (—24+2B+C)
(@ —12(x+2)

e igualando los numeradores tenemos A = 16/9, B=—1/3 y C = —7/9, de modo que

x2+3x—5_16/9+ -1/3 —7/9
3 —3r+2 -1 (x—12 242
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Finalmente, integrando tenemos

2 _ _ _
/x + 3z 5d$:/16/9 dw+/ 1/3 der/ 9,
3 — 3z +2 x—1 (x —1)2 x4+ 2
16 [ 1 1 LT
) x—ldm_?)/(m_l) dx_g/x+2dx_

16 1
— 1
g mlr =1+ 30—

7

r+1
22 —4x + 8

En este caso el denominador no tiene raices reales, pero puede escribirse de la forma

Ejemplo 5.8 (Raices imaginarias). Consideremos la funcién f(x) =

2?2 —dz+8=(z—2)2 +4.

Integrando, tenemos

/ z+1 dm—/ r—24+3 do —
2 —4x4+8 " ) (z—2)2+4 "
r—2 3
— [ 2 g4 % dr=
/(x—2)2+4 “/(;c—z)2+4 v

1 3 -2
= 51n\(x—2)2+4|+§arctg (%) +C.

5.3.5 Integracion de funciones trigonométricas

5.3.5.1 Funcién sen” x cos™ x con n 0 m impares

o Consejo

Si f(x) = sen™ zcos™ x con n 0 m impares, entonces para integrar esta funcién se
hace el cambio senxz =t o cosz = t.

Ejemplo 5.9.

/ sen? z cos® x dr = / sen? z cos? x cosz dr = / sen? z(1 —sen? x) cos x dz,

y haciendo el cambio ¢ = sen x, de modo que dt = cos xdz, se tiene
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X
/senzm(l—senzzv)cosxdx:/t2(1—t2)dt:/tz—t4dt:3—5+C’,

y deshaciendo el cambio anterior se obtiene

sen3 T sen5 T

3 5

/Sen2:ccos3:1:dx— + C.

5.3.5.2 Funcién sen” x cos™ x con n y m pares

] Consejo

Si f(x) = sen™ x cos™ x con n y m pares, entonces se suelen utilizar las siguientes
igualdades para facilitar el calculo de la integral:

1
sen’ x = 5(1 — cos 2x)
cos’z = 5(1 + cos 2x)

Sen T cos T = 3 sen 2z

Ejemplo 5.10.
2

1 1
/sen2xcos4xdx = /(sen:rcos:):)20082:rdx = / (5 sen2:):> 5(1 + cos2z)dr =

1 1
=3 /sen2 2z dx + 3 /sen2 2x cos 2x d,
siendo la primera integral de este mismo tipo y la segunda del anterior, con lo que

+C.

/ sen? 7 cost 2 d T sendr  sen®2x
n‘x zdr = — —
16 64 48
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5.3.5.3 Productos de senos y cosenos

o Consejo

Las igualdades

1
senzx cosy = i(sen(x —y) +sen(z +y))

senxseny = i(cos(:r —y) —cos(z +y))

1
COS T COSY = i(cos(sv —y) + cos(z +y))

transforman los productos en sumas, simplificando su integracién.

Ejemplo 5.11.

/senxcos 2rvdr =

—

§(sen(aj —2x) +sen(x + 2z)) dx =

1
sen(—z) dx + 3 /sen 3xdx =

N — DN

1
cos(—x) — g oo 3z 4+ C.

5.3.5.4 Funciones racionales de senos y cosenos

@ Consejo

Si f(z,y) es una funcién racional entonces la funcién f(senx,cosz) puede conver-
tirse en una funcion racional en ¢ mediante los cambios

2t 1—1¢2 2
cosT = dr = ——
1+ ¢2

P dt.
1+12 1+¢2

2

Ejemplo 5.12.

1 1 2 1 T
dr = | ————=dt= [ —dt =loglt|+ C =log|tg=| + C.
/sena: v /1_2&214—752 /t og |t] + og| g2|+

5.4 Integral definida

Definicién 5.3 (Integral definida). Sea f(x) una funcién continua en el intervalo [a, b].
Si se divide este intervalo en n subintervalos de igual amplitud Az y se elige un punto
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cualquiera x; de cada subintervalo, la integral definida de f desde a hasta b se define
como el limite

b n
[ fayds= lim Y- fa)aa.
a =1

Y f(x)

ij(x) dx

Y
o)

a b

Figura 5.1: Sumas de Riemann

Teorema 5.2 (Primer teorema fundamental de Calculo). Si f(z) es una funcion conti-
nua en el intervalo [a,b] y F(x) es la primitiva de f en [a,b], entonces

b
/ f(x) dz = F(b) — F(a)

Ejemplo 5.13. Dada la funcién f(z) = 22, se tiene

/2 by [ _2 P 7
zédr = |—| = — — — = —.
| 3],73 373

5.4.1 Propiedades de la integral definida

Dadas dos funciones f y g integrables en [a,b] y k € R se cumplen las siguientes propie-
dades
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o [U(f@) +g(2) do = [* f()da+ [ g(x) d (lincalidad)

o [kf(x)dx = kj;b f(z)dx (linealidad)

’ (z)dz < fab g(x)dx si f(x) < g(x) Va € [a,b] (monotonia)

f
o [ f(z)dx = fac flz)dx + fcb f(z) dz para cualquier ¢ € (a,b) (aditividad)
o [ f@yde == [ f(x) da

5.5 Calculo de areas

5.5.1 Area delimitada por una funcién positiva y el eje de abscisas

Si f es una funcién integrable en un intervalo [a,b] y f(z) > 0 Vz € [a,b], entonces la

integral definida
b
/ f(z)dx

mide el area que queda entre el grafico de la funcién f y el eje de abscisas en el intervalo
[a, b].

4 fx)

\

Lb f(x)dx

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

a b

Figura 5.2: Area delimitada por el grafico de una funcién positiva entre la funcién y el
eje X en un intervalo
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5.5.2 Area delimitada por una funcién negativa y el eje de abscisas

Si f es una funcién integrable en un intervalo [a,b] y f(z) < 0 Vz € [a,b], entonces el
area que queda entre el grafico de la funcién f y el eje de abscisas en el intervalo [a, b]

—/ab f(z)dz.

A\
®

-I:fo)dx

A a
I
I
I
I
I
I
I
I
I

it £~

f(x)

Figura 5.3: Area delimitada por el grafico de una funcién negativa entre la funcién y el
eje X en un intervalo

5.5.3 Area delimitada por una funcién y el eje de abscisas

En general, si f(x) es una funcién integrable en el intervalo [a, b], no importa el signo
de f en [a,b], el area entre el grafico de la funcién f y el eje de abscisas en el intervalo

[a, b] es
b
[ lr@lda.
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f(x)

\4
=

Figura 5.4: Area delimitada por el grafico de una funcién y el eje X en un intervalo
5.5.4 Area delimitada por dos funciones

Si f y g son dos funciones integrables en el intervalo [a, b], entonces el drea limitada por
los graficos de f y g en el intervalo [a, b] es

b
/ f(2) — g(a)] da.
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Yy g(x)

f(x)

Figura 5.5: Area delimitada por el grafico de dos funciones en un intervalo

109



6 Ecuaciones diferenciales ordinarias

6.1 Definicidon de las ecuaciones diferenciales ordinarias

En muchos problemas de geometria, fisica, quimica, etc, se presentan a menudo ecuacio-
nes que relacionan una funcién con su derivada o derivadas sucesivas.

Definicién 6.1 (Ecuacién diferencial ordinaria). Se llama ecuacion diferencial ordina-
ria (E.D.O.) a una ecuacién que relaciona una variable independiente x, una funcién
desconocida y(z), y las derivadas de y de diversos 6rdenes 3/, y”, ..., y™); es decir una
expresion de la forma

F(z,y,9,y", ., y™) = 0.

Se llama orden de la ecuacion diferencial al mayor de los érdenes de las derivadas que
contienen la ecuacién.

Ejemplo 6.1. La ecuacién y” + sen(z)y’ = 2z es una ecuacién diferencial ordinaria de
tercer orden.

6.1.1 Deducciéon de una ecuacidon diferencial

Para deducir la ecuacién diferencial que explica un fenémeno es fundamental saber in-
terpretar las derivadas de una funcién.

Ejemplo 6.2. Una de las leyes de la termodindmica de Newton dice

“La velocidad de enfriamiento de un cuerpo en el aire es proporcional a la
diferencia de temperatura T del cuerpo y la temperatura T, del aire.”

La velocidad de enfriamiento es la variacién instantdnea de la temperatura con respecto
al tiempo, es decir, la derivada de la temperatura con respecto al tiempo d7'/dt. Por
tanto, el fenémeno anterior puede describirse mediante la ecuacién diferencial

dT
= —kT-T
o =k o)y

donde k es una constante de proporcionalidad.
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6.1.2 Soluciéon de una ecuacion diferencial ordinaria

Definicién 6.2 (Solucién de una ecuacién diferencial ordinaria). Se llama solucion de
una ecuacion diferencial ordinaria F(xz,y,y ,y",...,y™) = 0 a cualquier funcién y =
f(z) tal que al sustituirla en la ecuacion la convierte en una igualdad; es decir

F(z, f(z), f'(x), f"(x),..., f™(z)) = 0.
La grafica de la solucién de una ecuacién diferencial ordinaria se llama curva integral.

Resolver o integrar una ecuacion diferencial ordinaria consiste en hallar todas sus solu-
ciones en un dominio dado. Para ello, habra que recurrir al calculo integral.

De igual modo que al integrar una funcién aparece una constante que nos da la familia
de primitivas de la funcién, al integrar una ecuacion diferencial ordinaria surgen varias
constantes arbitrarias. Dando valores a dichas constantes se obtienen todas las soluciones
de la ecuacion.

Definicién 6.3 (Solucién general de una E.D.O.). Se llama solucion general de una
ecuacion diferencial ordinaria de orden n, a una funcién de la forma

y= f(z,C4,...,C,)

que es solucién de la ecuacion diferencial para cualquier valor que tomen las constantes

Cl, cee g Cn.

Para cada valor que tomen las constantes se obtiene una solucion particular de la ecua-
cién diferencial. Por ello, una E.D.O. tiene infinitas soluciones.

Geométricamente, la soluciéon general representa una familia de curvas integrales de la
ecuacion diferencial.

A menudo, se suelen imponer condiciones para reducir el niimero de soluciones de la
ecuacién diferencial. En muchos casos estas condiciones permiten fijar los valores de las
constantes y asi obtener una soluciéon particular a partir de la soluciéon general.

6.1.3 Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Vamos a estudiar la resolucion de E.D.O. de primer orden,

F(z,y,y") =0.

La solucién general de una E.D.O. de primer orden es

y:f<xac)a

de manera que para obtener una solucién particular de la ecuacién basta con darle valor
a la constante C, y para ello es suficiente con fijar una condicién inicial.
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Definicién 6.4 (Problema del valor inicial). Al conjunto formado por una ecuacién
diferencial ordinaria de primer orden y una condicién inicial se le llama problema del
valor inicial:

{F (z,y,y") =0, FEcuacion diferencial de primer orden;

y(zy) = Yo, Condicién inicial.

Resolver un problema del valor inicial consiste en encontrar una solucién de la ecuaciéon
diferencial que cumpla la condicién inicial.

Ejemplo 6.3. Recordemos la ecuacién diferencial de primer orden que explicaba el
enfriamiento de un cuerpo en el aire:
dr
= KT —T,),

donde T es la temperatura del cuerpo y T, la del aire.

Es facil comprobar que la solucién general de esta ecuacion diferencial es

T(t) = Cek +1T,.

Si imponemos la condicién inicial de que en el instante inicial el cuerpo estaba a 5 °C,
es decir, T'(0) = 5, tenemos

TO)=Ce*'+T,=C+T, =5,

de donde se deduce que C =5 —T,, y esto nos lleva a la solucién particular

T(t)=(5-T,)e" +T,.

Por ltimo, en el caso de que la temperatura del aire fuese 7, = 0 °C y k = 1, la solucién
general de la ecuacion seria

lo que nos daria la siguiente familia de curvas integrales
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301 C=4
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C=3

20
15 4 C=2
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C=1

5
%r | >C=0
-1 1

Figura 6.1: Graficas de las soluciones de una ecuacion diferencial ordinaria

de las cuales, la solucion del problema del valor inicial es la funcién cuya gréafica pasa
por el punto (0, 5).

6.1.4 Existencia y unicidad de soluciones

Teorema 6.1 (Existencia y unicidad de la solucién de una E.D.O.). Dado un problema
del valor inicial

st F(z,y(x)) es una funcion continua en un intervalo abierto alrededor del punto (x4, Yq),
entonces existe una solucion del problema del valor inicial. Si, ademds, %—5 es continua

en un intervalo abierto alrededor de (z,y,), la solucién es unica.

Aunque este teorema nos garantiza la existencia y la unicidad de las soluciones no nos
proporciona un método para llegar a ellas.

En realidad, no existe un método general para resolver ecuaciones diferenciales de primer
orden pero veremos cémo resolver algunos tipos especiales de ellas:
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e De variables separables,
o Homogéneas,
e Lineales.

6.2 E.D.O. de variables separables

Definicién 6.5 (E.D.O. de variables separables). Una ecuacion diferencial ordinaria de
variables separables es una ecuacion diferencial de primer orden que puede escribirse de
la forma

o lo que es lo mismo,

de manera que a un lado de la igualdad sélo aparece la variable y y al otro la variable x
(las variables estan separadas).

] Consejo

La solucién general de esta ecuacién diferencial se obtiene integrando ambos lados
de la igualdad

/g(y)dyz/f(:c)d:c+0.

Ejemplo 6.4. La ecuacién diferencial que explica el enfriamiento de un cuerpo en el
aire

dr
— =kT -T,
dt ( a)?

es una ecuacion diferencial de variables separables ya que puede escribirse

1
T-T,

dIl' = kdt.

Integrando ambos miembros de la igualdad tenemos
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1
/T_TadT/kdzH:)log(T—Ta)kt+C,

y despejando T llegamos a la soluciéon general de la ecuacion

T(t)=eMC 4+ T, =eCer + T, =Cet + T,

C

reescribiendo C' = e“ como una constante arbitraria.

6.3 E.D.O. homogéneas

Definicién 6.6 (Funcién homogénea). Una funcién f(z,y) es homogénea de grado n, si
para cualquier valor k se cumple

fka, ky) = k" f(z,y).

En particular, para una funcién homogénea de grado 0 siempre se cumple

f(kz, ky) = f(z,y).
En concreto, si tomamos k = 1/x tenemos
1 1 Y Y
f(x7y) = f <7I‘7 7y> = f (17 7) =g <*> )
T T T T
de manera que una funcién homogénea de grado 0 siempre puede escribirse como una
funcién de u = y/x:

@) =g(2) = gw).

x
Definicién 6.7 (E.D.O. homogénea). Una ecuacién diferencial ordinaria homogénea es
una ecuacion diferencial de primer orden que puede escribirse de la forma

y/ = f(xvy)a

donde f(x,y) es una funcién homogénea de grado 0.
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@ Consejo

La solucion de esta ecuacién diferencial se obtiene realizando el cambio de variable

u:y(:)y:ux,
x

con lo que la ecuacién diferencial anterior se convierte en

vz 4+ u= f(u),

que es de variables separables.

Una vez resuelta la ecuacién diferencial anterior, sélo queda deshacer el cambio de va-
riable.

Ejemplo 6.5. Consideremos la siguiente ecuaciéon diferencial
dr — 3y + vy’ (2y — 3z) = 0.
Escribiéndola de la forma

3y —4x
2y —3x

/

)

se puede ver facilmente que es homogénea.

Para resolverla hacemos el cambio de variable y = ux y se obtiene

et 3ur —4dx 3u—4
u'r+u= =
2ur —3x  2u—3

que es de variables separables, y separando las variables se llega a

3u—4 —2u2+6u—4© 2u—3 p 1d
— —u = u = —ax.
2u—3 2u—3 —2u?4+6u—14 x

u'x

Integrando ahora ambos miembros obtenemos

2u—3 1 1 ;
/%m_zﬂ“:/wdm—glogm —3u+2| =logla| +C &

< log [u? — 3u + 2| = —2log |z| — 2C,
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y aplicando la funcién exponencial a ambos miembros y simplificando llegamos a la
solucién

—2C

e C

u? — 3u 192 = e—2log|z\—2C — _ ,
elog |z 72

2C

reescribiendo C' = ¢7*%, como una constante arbitraria.

Finalmente, deshaciendo el cambio inicial de variable v = y/x, llegamos a la solucién
general de la ecuaciéon

2 C
(y) —3g+2:—2®y2—3$y+2x220.
x x x

6.4 E.D.O. lineales

Definicién 6.8 (E.D.O. lineal). Una ecuacién diferencial ordinaria lineal es una ecuacién
diferencial de primer orden que puede escribirse de la forma

Y +g(z)y = h(z).

6.4.1 Resolucion de una E.D.O. Lineal

Para resolver esta ecuacién diferencial, intentamos poner el primer miembro como deri-
vada de un producto. Para ello multiplicamos los dos miembros de la igualdad por una
funcién f(x) tal que

De esta manera tenemos

!
¥ 116) 1 @ = ) 1)
L wf@) = @) ()

Integrando ambos miembros de la ecuacién anterior llegamos a la solucién

yf(x) = / h(z)f(z)dz + C.
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Por otro lado, la tnica funcién que cumple f'(z) = g(z)f(x) es

f(;];) = ef.‘](m) dz’

de modo que, al sustituir en la solucién anterior, llegamos a la solucién general de una
ecuacién diferencial lineal

yel 9@ dz — / h(z)el 9@z 4 4 C,

o lo que es lo mismo

] Consejo

Solucion de una ecuacion diferencial lineal

y =e o) de (/ h(x)el 9@ dz g 4 C’) :

Ejemplo 6.6. Si en la ecuacion diferencial que explica el enfriamiento de un cuerpo, la
temperatura del medio en el que se encuentra no es constante sino que cambia con el
tiempo, es decir, es una funcién T, (), entonces la ecuacién diferencial resultante

dr

e =BT —T, 1)),

es una ecuacion diferencial lineal que puede escribirse como

T' — kT = —kT,(t),

donde el término independiente es —kT, () y el coeficiente de T" es —k.

Sustituyendo en la solucién general de una ecuacion diferencial lineal tenemos

y=e Jkdt (/ —kT, (t)e) —Fdt dqt + 0) = ekt (—/kTa(t)ekt dt + C) .

Si en un caso concreto la temperatura del aire estuviese dada por la funciéon T, (t) = ¢, y
la constante de proporcionalidad fuese k = 1, entonces la solucién general de la ecuacion
diferencial seria

y=cel (—/te‘tdt—i-C) =ellet(t+1)+C)=Cet +t+1.
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Si ademas nos dicen que en el instante 0 la temperatura del cuerpo es de 5 °C, es decir,
nos dan la condicién inicial 7'(0) = 5, entonces se puede calcular la constante C

y(0)=Ce’+0+1=5C+1=5«C =4,

y entonces la solucion particular que se obtiene es

y(t) = 4et +t+ 1.
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7 Calculo diferencial en varias variables

7.1 Funciones vectoriales de una variable real

Definicién 7.1 (Funcién vectorial de una variable real). Una funcion vectorial de una
variable real o campo vectorial de una variable escalar es una funcién que asocia cada

valor escalar t € D C R con un vector (z(t),...,x,(t)) en R™:
f: R — R»
t — ($1<t>,,$n<t))

donde z;(t), i = 1,...,n, son funciones reales de una variable real conocidas como fun-
ciones coordenadas.

Los campos vectoriales mas habituales se dan en plano real R?, donde se suelen repre-
sentar asi

f(t) = a(®)i+y(0)j,

y en el espacio real R3, donde se representan asi

f@t) = z()i+y(0)j + 2()k,

7.1.1 Representacion grafica de un campo vectorial

La representaciéon grafica de un campo vectorial en R? es una trayectoria en el plano
real.
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Figura 7.1: Trayectoria de un campo vectorial en el plano real

La representacién grafica de un campo vectorial en R? es una trayectoria en el espacio
real.

o

Figura 7.2: Trayectoria de un campo vectorial en el espacio real
7.2 Derivada de un campo vectorial

El concepto de derivada como limite de la tasa de variacién media de una funcién se
extiende facilmente a los campos vectoriales.
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Definicién 7.2 (Derivada de un campo vectorial). Un campo vectorial f(t) =
(x1(t),...,x,(t)) es derivable en un punto t = a si existe el limite

. fla+ At)— f(a)
Aliglo At '

En tal caso, el valor del limite se conoce como derivada del campo vectorial en a, y se

escribe f’(a).

Muchas propiedades de las funciones reales de una variable real se extienden a los cam-
pos vectoriales a través de sus funciones coordenadas. Asi, por ejemplo, la derivada de
un campo vectorial puede calcularse a partir de las derivadas de sus funciones coordena-
das.

Teorema 7.1 (Derivada de un campo vectorial a partir de sus funciones coordenadas).
Dado un campo vectorial f(t) = (x1(t),...,x,(t)), six,;(t) es derivable ent = a para todo
i=1,...,n, entonces f es derivable en a y su derivada es

Prueba. La demostracién para un campo vectorial en R? es sencilla.

fla+At) — f(a) (z(a + At), y(a + A)) — (z(a),y(a))

f'(a) = lim

At—0 At At—0 At
~ lim zr(a+ At) —x(a) yla+ At) —yla)\
T A0 At ’ At N
(o wla+At)—x(a) . yla+At)—yla)\ ,
- (dm, B g, B ) —

7.2.1 Interpretacion cinematica: movimiento curvilineo

La interpretacién de la derivada como velocidad a lo largo de una trayectoria en la recta
real puede generalizarse a trayectorias en cualquier espacio euclideo R™.

En el caso del plano real R?, si f(t) describe la posicién de un objeto mévil en el plano
en el instante ¢, tomando como referencia el origen de coordenadas O y los vectores
coordenados {i = (1,0),j = (0,1)}, se puede representar la posicién P del mévil en cada

=

instante ¢ mediante un vector OP = x(t)i + y(t)j, cuyas coordenadas
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x = x(t)
{y ) t € Dom(f)

son las funciones coordenadas de f.

—
Cie

Figura 7.3: Trayectoria de un movimiento curvilineo en el plano

i Nota

En este contexto, la derivada de una trayectoria f’(a) = (z(a),..., 2, (a)) es el

) n
vector velocidad de la trayectoria f en el instante ¢t = a.

Ejemplo 7.1. Dada la trayectoria f(t) = (cost,sent), t € R, cuya imagen es la circun-
ferencia de radio 1 centrada en el origen de coordenadas, sus funciones coordenadas son
x(t) = cost, y(t) =sent, t € R, y su velocidad es

v=f'(t) = (2'(t),y'(t)) = (—sent,cost).
En el instante t = m/4, el mévil se encuentra en la posicién f(mw/4) = (cos(m/4),sen(mw/4)) =

(v/2/2,4/2/2) y se mueve con una velocidad v = f/'(7/4) = (—sen(n/4),cos(m/4)) =
(—v2/2,/2/2).
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P =f(mt/4)

A\ 4
=

Figura 7.4: Trayectoria de la circunferencia unidad

Obsérvese que el modulo del vector velocidad siempre vale 1, ya que |v| =
V/(—sent)? + (cost)? = 1.

7.2.2 Recta tangente a una trayectoria
7.2.2.1 Recta tangente a una trayectoria en el plano

7.2.2.1.1 Ecuacién vectorial

Dada una trayectoria f(¢) en el plano real, los vectores paralelos a la velocidad v en un
instante a se llaman wvectores tangentes a la trayectoria f en el instante a, y la recta que
pasa por P = f(a) dirigida por v es la recta tangente a la gréfica de f en el instante
a.

Definicién 7.3 (Recta tangente a una trayectoria en el plano). Dada una trayectoria
f(t) en el plano real R2, la recta tangente a la grafica de f en el instante a es la recta de
ecuacion

L (2,y) = fla) +1f(a) = (z(a), y(a)) + t(2"(a), ¥ (a))
= (z(a) +ta’(a), y(a) + ty'(a)).

Ejemplo 7.2. Se ha visto que para la trayectoria f(t) = (cost,sent), t € R, cuya imagen
es la circunferencia de radio 1 centrada en el origen de coordenadas, la posicion del mévil
en el instante t = 7/4 es f(w/4) = (v/2/2,v/2/2) y su velocidad v = (—v/2/2,/2/2). Asi
pues, la ecuacién de la recta tangente a f en ese instante es
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7.2.2.1.2 Ecuaciones cartesiana y punto-pendiente

De la ecuacién vectorial de la recta tangente a una trayectoria f(¢) en el instante ¢t = a
se obtienen las funciones coordenadas

{m—x(a)+tm’(a) t e R

y=y(a) +ty'(a)

y despejando t en ambas ecuaciones e igualando se llega a la ecuacion cartesiana de la
recta tangente

siempre que z’(a) # 0 e y'(a) # 0.

De esta ecuacion se obtiene ficilmente la ecuacion de la recta tangente en la forma
punto-pendiente

Ejemplo 7.3. Partiendo de la ecuacién vectorial de la recta tangente del ejemplo ante-
rior

ﬁﬂﬁﬁ)

Lloy) = (2—’52’2”2

su ecuacion cartesiana es

T —V2/2 _y—v2/2

—V2/2 v2/2

y su ecuacién en la forma punto-pendiente es
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—/2/2
V2/2

y—/2/2 = (z—V2/2) = y=—z+ V2.

7.2.3 Recta normal a una trayectoria en el plano

Se ha visto que la recta tangente a una trayectoria f(¢) en el instante a es la recta que
pasa por el punto P = f(a) dirigida por el vector velocidad v = f'(a) = (2'(a),y’(a)).
Si se toma como vector director un vector ortogonal a v, se obtiene otra recta que se
conoce como recta normal a la trayectoria.

Definicién 7.4 (Recta normal a una trayectoria en el plano). Dada una trayectoria f(t)
en el plano real R?, la recta normal a la grafica de f en el instante t = a es la recta de
ecuacion

Ui (z,y) = (z(a),y(a)) + t(y'(a), —2'(a)) = (z(a) + ty'(a), y(a) — t2’(a)).
Su ecuacién cartesiana es

r—a(a) _y—yla)
v a0

y su ecuacién en la forma punto-pendiente es

1 Nota

La recta normal es siempre perpendicular a la recta tangente, ya que sus vectores
directores son ortogonales.

Ejemplo 7.4. Considerando de nuevo la trayectoria de la circunferencia unidad f(t) =
(cost,sent), t € R, la recta normal a la gréfica de f en el instante t = 7/4 es

l:(z,y) = (cos(m/4),sen(n/4)) + t(cos(m/4),sen(n/4)) =

V2 V2 V2 Va (V2 V2R VR
‘<2’2)+%}’2)‘<2‘”272+t2>

su ecuacion cartesiana es
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T —V2/2 _y—v2/2
V2/2 V22

y su ecuacién en la forma punto-pendiente es

_V2/2 _
y—ﬁ/Q—fTﬂ(x—\@/Q)iy—x.

7.2.4 Rectas tangente y normal a una funcién

Un caso particular de las rectas tangente y normal a una trayectoria son las rectas
tangente y normal a una funcién de una variable real. Para cualquier funcién y = f(x),
la trayectoria que traza su grafica es

g(z) = (z, f(z)) =€eR,

y su velocidad es
g9'(x) = (1, f'(x)),
de manera que la recta tangente a g en el instante a es

r—a_y—fa)
I

=y — fla) = f'(a)(z —a),
y la recta normal es

r—a y— f(a) ) — -1
P - o1 v

(x —a).

Ejemplo 7.5. Dada la funcién y = 22, la trayectoria que traza su grafica es g(z) =
(x,22) y su velocidad es ¢’(z) = (1,2z). En el instante # = 1 la trayectoria pasa por el
punto (1,1) con una velocidad (1,2). Asi pues, la recta tangente en ese instante es

-1 -1
Y Ly 1= 1) y=20—1,
1 2
y la recta normal es
r—1 y—1 - —x 3
5 — = 2(96 )=y 5 T3
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7.2.5 Recta tangente a una trayectoria en el espacio

El concepto de recta tangente a una trayectoria se extiende facilmente del plano real al
espacio tridimensional R3.

Si f(t) = (z(t),y(t), 2(t)), t € R, es una trayectoria en el espacio real R3, entonces, en el
instante a, el mévil que recorre esta trayectoria ocuparé la posicién P = (z(a), y(a), z(a))
con una velocidad v = f’'(a) = (2'(a),y'(a), 2 (a)). Asi pues, la recta tangente a f en
ese instante tiene la siguiente ecuacién vectorial

L:(

,y,2) = (x(a),y(a), 2(a)) + t(x'(a), y'(a), 2" (a)) =
= (z(a

) +ta'(a), y(a) + ty'(a), ( )+tz (a)),

y Sus ecuaciones cartesianas son

r—x(a) _y—yla) z—2z(a)

o'(a) — yl(a)  Z(a)

siempre que z’'(a) # 0, y'(a) #0y 2’'(a) # 0.

Ejemplo 7.6. Dada la trayectoria del espacio real f(t) = (cost,sent,t), t € R, en el
instante t = 7/2 la trayectoria pasa por el punto

f(m/2) = (cos(w/2),sen(n/2),7/2) = (0,1,7/2),

con una velocidad

v = f'(n/2) = (—sen(n/2),cos(7/2),1) = (—1,0,1),

y la recta tangente a la grafica de f en ese instante es

l:(x,y,2) =(0,1,7/2) +t(—1,0,1) = (¢, 1,t + w/2).
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= (0,1, 7t/2)

Figura 7.5: Recta tangente a una trayectoria en el espacio

a Ejemplo interactivo

7.2.6 Plano normal a una trayectoria en el espacio

En el espacio tridimensional R? la recta normal a una trayectoria no es tinica. Existen
infinitas rectas normales y todas ellas estan contenidas en el plano normal.

Si f(t) = (z(t),y(t), 2(t)), t € R, es una trayectoria en el espacio real R, entonces, en el
instante a, el mévil que recorre esta trayectoria ocuparé la posicién P = (z(a), y(a), z(a))
con una velocidad v = f’(a) = (2'(a),y’(a), 2’ (a)). Asi pues, tomando el vector velocidad
como vector normal, el plano normal a f en ese instante tiene la siguiente ecuacién
vectorial

II: (2 — 2(a),y — y(a),z = z(a)) - (2"(a),y"(a), '(a)) = 0 &
< a'(a)(x —z(a)) +y'(a)(y — y(a) + 2'(a)(z — 2(a)) = 0.

Ejemplo 7.7. Para la trayectoria del ejemplo anterior f(¢) = (cost,sent,t), t € R, en
el instante ¢t = 7/2 la trayectoria pasa por el punto

f(m/2) = (cos(m/2),sen(n/2),7/2) = (0,1, 7/2),

con una velocidad

v = f'(n/2) = (—sen(n/2),cos(n/2),1) = (—1,0,1),
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y el plano normal a la grafica de f en ese instante es

I (:c—O,y—l,z—%) '(—1,0,1):O<:>—a:+z—g20.

2) =(0,1,7t/2)

Figura 7.6: Plano normal a una trayectoria en el espacio

G Ejemplo interactivo

7.3 Funciones de varias variables

En numerosos problemas de geometria, fisica y ciencias naturales nos encontramos a
menudo con variables o factores que dependen o estan relacionados con otros dos, tres o
mas factores:

e El area de un tridngulo depende de dos factores que son su base y su altura.

¢ El volumen que ocupa un gas perfecto depende de dos factores que son su presion
y su temperatura.

e El camino recorrido por un cuerpo en un movimiento de caida libre depende de
multitud de factores entre los que cabe destacar: el tiempo que dure la caida, el
area de la seccién transversal del cuerpo, la latitud del lugar, la altura sobre el
nivel del mar, la presiéon del aire, la temperatura del aire, etc.

Estas dependencias se expresan con funciones de varias variables.

Definicién 7.5 (Funcién de varias variables). Una funcidn de n variables de un conjunto
A, x - x A, en un conjunto B, es una relacién que asocia a cada tupla (a,...,a,) €
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A, x -+ x A, un tnico elemento de B que se denota f(aq,...,a,), y se llama imagen de
(aq,...,a,) mediante f.

f+ A x-xA, — B

(ay, ... ,an)n —  flay,...,a,)

Cuando A,,...,A,,,B C R, entonces se dice que f es una funciéon real de n variables
reales o bien un campo escalar.

Ejemplo 7.8.
o El area de un tridngulo es la funcién real de dos variables reales

X

flay) =5

e El volumen de un gas perfecto es otra funcién real de dos variables

nRt
U= f<t7p> = T
p

con n 'y R constantes.

7.3.1 Gréafica de una funcién de dos variables

La representacion grafica cartesiana de una funcién de dos variables f(z,y) es una su-
perficie del espacio real R donde cada punto de la superficie tiene coordenadas (z, ¥, 2),
siendo z = f(x,y).
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Figura 7.7: Representacién grafica de una funcién de dos variables

Ejemplo 7.9. La funcién f(x,y) = % que mide el drea de un tridngulo de base x y

altura y tiene la siguiente representacion grafica:
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Figura 7.8: Gréfica de la funciéon que mide el drea de un tridngulo

sen(z? + y?)

Y la funcién f(z,y) = tiene la siguiente representacién grafica tan peculiar:
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Figura 7.9: Grafica de la funciéon que representa las ondas creadas por una gota de agua

7.3.2 Conjunto de nivel de un campo escalar

Definicién 7.6 (Conjunto de nivel). Dado un campo escalar f : R — R, se llama
conjunto de nivel ¢ de f al conjunto

Cre=A{(1,0r2,) s fly, .0, 2,) = c}.

Ejemplo 7.10. Si f(z,y) = 2> +y?> y P = (1,1), el conjunto de nivel de f que incluye
al punto P es

Cf72 = {(m,y)f(x,y) :f(lvl) =2} = {(may)=$2+y2 22},

que es la circunferencia del plano real centrada en el origen y de radio v/2.
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Figura 7.10: Grafica del conjunto de nivel de un paraboloide

7.3.3 Funciones parciales

Definicién 7.7 (Funcién parcial). Dado un campo escalar f : R — R, se llama funcidn
parcial i-ésima de f a cualquier funcion f; : R — R que resulta de fijar todas las variables
de f como constantes, excepto la variable ¢, es decir:

fz<ilﬁ> = f(Cl, ,C,L;l,x, Ci+17 ooy CTL)’

con ¢; (j=1,...,n, j# i) constantes.

Ejemplo 7.11. Si consideramos la funcién del area de un tridngulo

X

fay) =5,

y fijamos el valor de la base = = ¢, entonces el area del tridangulo ya sélo depende de la
altura y f se convierte en una funciéon de una sola variable, que es la funcién parcial:

cy

hy) = fley) =5,
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con c¢ constante.

7.4 Nocion de derivada parcial

7.4.1 Variaciéon de una funcion con respecto a una variable

Al igual que mediamos la variaciéon de una funcién de una variable, tiene sentido medir la
variaciéon de una funcién de varias variables con respecto a cada una de sus variables.

Sea z = f(x,y) un campo escalar de R?. Si estamos en el punto (x(,y,) y nos movemos
una cantidad Az en la direccién del eje X, entonces, al mantenerse la coordenada y
constante, pasaremos desde el punto (z,y,) al punto (x, + Ax,y,), y la variacién que
experimenta la funcién sera

Az = f(xg+ Az, yy) — f(20,Yo)-

La variacién relativa que experimenta la funciéon con respecto a la variable xz vendra
dada por el cociente

& _ f(wo + Am,yo) B f<x07y0)
Ax Az

7.4.2 Tasa de variacion instantanea de un campo escalar con respecto a
una variable

Si en lugar de medir la variacion de una funcién con respecto a una variable en un
intervalo, medimos la variaciéon en un punto, es decir, cuando Az tiende a 0, entonces
obtenemos una tasa de variaciéon instantanea:

im 2% i Lo+ A y0) = f(2o, 40)
Az—0 Az Ax—0 Ax

Al valor del limite, cuando existe, también se le conoce como derivada parcial de f con
respecto a la variable x en el punto (x,y,) y se nota

0
£<$07 Yo)-

Esta derivada parcial mide la tasa de variacién instantdnea de f en el punto P = (z, y,)
cuando P se mueve en la direccién del eje X.
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7.4.3 Interpretacion geométrica de la derivada parcial

Geométricamente, z = f(z,y) define una superficie. Si se corta esta superficie con el
plano de ecuacién y = y, (es decir, si y se fija como una constante), la interseccién de
este plano con la superficie es una curva plana cuya pendiente en el punto (z,y,) es la
derivada parcial de f con respecto a x en el punto (z, ).

zZ

Tangente

=S (xoy.}f 0)
’ =f (x.y)

Plano y=y,

Figura 7.11: Gréfica de la tangente a la intersecciéon de una superficie con un plano

7.4.4 Derivada parcial

El concepto de derivada parcial visto para funciones de dos variables puede extenderse
facilmente para funciones de n variables.

Definicién 7.8 (Derivada parcial). Dada una funcién de n variables f(z, ..., x,,

,x,, ), se dice
que f es derivable parcialmente con respecto a la variable x; en el punto a = (aq,.

eya)

si existe el limite

lim f(al, ey CLZ_l, CLZ + h/, CL,L+1, e ,an) - f(al, ey CLZ_l, CLZ,CLH_I, ceey (Ln)
h—0 h )

En tal caso, al valor del limite se le llama derivada parcial de f en a con respecto a la
variable z;, y se denota
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La definicién de derivada para funciones de una variable es un caso particular de esta
definicién para n = 1.

7.4.5 Calculo de la derivada parcial
Al medir la variacién de f con respecto a la variacién de una sola de sus variables z; en

un punto a = (ay, ..., a, ), el resto de las variables se pueden considerar como constantes
y, en tal caso, podemos ver a f como una funcién parcial i-ésima

fz($z) = f(ab sy @1, :Ei7ai+17 ceey an>'

La derivada parcial de f con respecto a z,; puede calcularse derivando esta funcion:

of /
—a) = (a:).
5 (@) = fi(a)
@ Consejo
Regla. Para derivar parcialmente f(x,,...,z,,) con respecto a una variable z;, se

deriva f como si la Unica variable fuese x;, tratando el resto de las variables como
constantes.

Ejemplo 7.12. En la ecuacién de estado de los gases perfectos, el volumen es una
funcién que depende de dos variables

nRt
’U(t,p) = 77
donde ¢t mide la temperatura, p la presiéon y n y R son constantes.

La tasa de variaciéon instantanea que experimenta el volumen con respecto a la presion
viene dada por la derivada parcial de v con respecto a p.

Para calcular esta derivada parcial se fija t como constante y se deriva v como si la tnica
variable fuese p:

ov d (nRt) _ —nRt
D Jt =cte p?

Del mismo modo, la tasa de variaciéon instantdnea del volumen con respecto a la tempe-
ratura es:
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v d (nRt nR
T =S (2R =M
p p =cte p
7.5 Vector gradiente
Definicién 7.9 (Vector gradiente). Dado un campo escalar f(xq,...,z,), se llama gra-
diente de f, y se escribe V f, a la funcién que a cada punto a = (aq,...,a,,) le asigna el

vector cuyas coordenadas cartesianas son las derivadas parciales de f en a,

Vf(a) = (;{l(a),... , %(@) .

Més adelante se mostrard que el vector gradiente en un punto dado tiene la misma
magnitud y direccién que la velocidad maxima de variacion de la funcién en ese punto.

De este modo, V f(a) indica la direccién de méaximo crecimiento de f en el punto a,
mientras que —V f(a) indica la direccién de maximo decrecimiento.

Ejemplo 7.13. Al calentar una superficie la temperatura ¢ (en °C) en cada punto
(x,y,2) (en m) de dicha superficie viene dada por la funcién:

t(z,y,z) = z + 22
Yy

La direccion en la que mas rapidamente aumenta la temperatura nos la da el vector
gradiente

ot ot ot 1 —x
Vt($)y7 Z) - <87x(x7y7z>7 %($7ya Z);&(%i%z)) - <y7y272z) .

Si estamos, por ejemplo, en el punto (2,1, 1) dicha direccién serd

1 -2

Vt(2, 1, 1) — <I7 ?7

2-1) —(1,-2,2),

y su magnitud

IVt(2,1,1)] = /12 + (—2)2 + 22 = V9 = 3 °C/m.
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7.6 Composicion de una trayectoria con un campo escalar

7.6.1 Regla de la cadena

Si f:R" — R es un campo escalar y g : R — R™ es una trayectoria, entonces es posible
componer g con f, de manera que fog: R — R es una funcién real de variable real.

Teorema 7.2 (Regla de la cadena). Si f : R™ — R es un campo escalar y g : R — R™ es
una trayectoria derivable, entonces

(fog)'(t) =V [(g(t) g'(t).

Ejemplo 7.14. Si se toma el campo escalar del plano real f(z,y) = 2y y la trayectoria
g(t) = (cost,sent) t € [0,27] del mismo plano, entonces

Vi(z,y) = (2zy,2*) y g'(t) = (—sent, cost),

(foq)' (t) =V f(g(t))-g'(t) = (2costsent,cos?t)-(—sent,cost) = —2costsen?t+cos®t.

Se puede llegar al mismo resultado, sin aplicar la regla de la cadena, derivando directa-
mente la funcién compuesta

(fog)(t) = f(g(t)) = f(cost,sent) = cos® tsent,
de manera que
(fog)(t) =2cost(—sent)sent + cos®>tcost = —2costsen®t + cos® t.

La regla de la cadena para la composicién de un campo escalar con una trayectoria
permite obtener facilmente el dlgebra de derivadas para funciones reales de una variable
real:
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Para deducir la derivada de la suma se toma el campo escalar f(z,y) = z+y y la
trayectoria g(t) = (u(t),v(t)), de manera que aplicando la regla de la cadena se tiene

(utv)'(t) = (fog)(t) =Vf(gt)-g'(t) = (L,1) - (u'(2),0"(t)) = w'(t) + V' (F).

y para deducir derivada del producto, tomando f(z,y) = xy, se tiene

(wv)’(t) = (feog)'(t) = VF(g(t)-g'(t) = (v(t),u(t)) - (u'(t), 0" (1)) = v (H)o(t) +u(t)v' (1).

7.7 Derivada direccional

0
Para un campo escalar f(z,y) de R? y un punto P = (z,,¥,), se vio que a—f es la tasa
x

de variacion instantdnea de f con respecto a x en el punto P, es decir, cuando nos
desplazamos desde el punto P en la direccién del eje X.

Del mismo modo, es la tasa de variacion instantanea de f con respecto a y en el

Ay

punto P, es decir, cuando nos desplazamos desde el punto P en la direccién del eje Y.
Pero, ;qué pasa si nos movemos en cualquier otra direccion?
s & q

La tasa de variacién instantanea de f en un punto P en la direcciéon de un vector unitario
cualquiera u se conoce como derivada direccional.

Definicién 7.10 (Derivada direccional). Dado un campo escalar f de R™, un punto P
y un vector unitario u en ese espacio, el limite

(P = iy 1P+ D)

)
cuando existe, se llama derivada direccional de f en el punto P en la direccion de u.

Si se considera un vector unitario u, la trayectoria que pasa por P, dirigida por u, tiene
ecuacion

g(t) = P+tu, t €R,
que para t = 0, pasa por P = g(0) con velocidad u = ¢’(0).

Asi, la tasa de variacion de f a partir del punto P en la direccién de u es
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(f29)(0) =Vf(g(0)-g'(0) = VF(P)-u.

Obsérvese que las derivadas parciales son las derivadas direccionales en las direcciones
de los vectores coordenados.

Ejemplo 7.15. Dada la funcién f(x,y) = 22 + 32, su vector gradiente es

Vf(z,y) = (2z,2y),

de manera que la derivada direccional en el punto P = (1, 1), en la direccién del vector

unitario u = (1/v/2,1/v/2) es

2 2 4

fA(P)=Vf(P)-u=(22)-(1/v2,1/V2) = EJFE -

Para calcular la derivada direccional en la direccién de un vector no unitario v, basta
con convertirlo en unitario mediante la transformacion

7.7.1 Crecimiento de un campo escalar a partir del gradiente

Como se ha visto, para un vector unitario u

fa(P) =V f(P)-u=|Vf(P)|cosb,

u

donde 6 es el dngulo que forma u con el vector gradiente V f(P).

Teniendo en cuenta que —1 < cosf < 1, para cualquier vector u se cumple

—[VI(P)| < fu(P) < [VF(P)].

Ademaés, si u tiene la misma direccion y sentido que el gradiente, se tiene

fa(P) = |V f(P)[cosO = [Vf(P)].

Por tanto, el crecimiento méximo de un campo escalar se produce en la direccién y
sentido del gradiente.

Del mismo modo, si u tiene la misma direccion y sentido opuesto al gradiente, se tiene
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fu(P) = [Vf(P)[cosm = —[V[(P)|.

Por tanto, el decrecimiento méximo de un campo escalar se produce en la direccién y
sentido opuesto al gradiente.

7.8 Derivacion implicita

Si se sabe que la ecuacién
flz,y) =0

define a y como funcién de z, y = h(x), alrededor de cierto valor x = x, para el que
y = h(zy) = y,, entonces, si se toma la trayectoria g(x) = (x, h(x)), la ecuacion anterior
se puede expresar como

(feg)(x) = fg(x)) = f(z, h(z)) =0,

de modo que usando la regla de la cadena se tiene

af of

() (2) = Vflal)) o' (@) = (G2 50 ) (L)) = 52+ 5ow

oz o, ®) =0

de donde se deduce

of

yo= () =
dy

A este proceso que permite obtener ¥’ en un entorno de z; sin disponer de la férmula
explicita y = h(z), se le llama derivacion implicita.

Ejemplo 7.16. La ecuacién z2? + 32 = 1 define a la circunferencia de radio 1 centrada
en el origen de coordenadas, que también puede expresarse como

fla,y) =a?+y*—1=0.

Si se piensa en y como funcién implicita de x, se tiene
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of

/__%__Zx_;x
T or 2y y
dy

Podria llegarse al mismo resultado, despejando y de la ecuacién de la circunferencia,

P?ryi=ley’=1-22y=4+V1—a2

Si se toma la raiz positiva, que corresponde a la semicircunferencia superior, la derivada
vale

1 —x

/

A R )

que coincide con el resultado de la derivacién implicita, teniendo en cuenta que y =

V1 —22.

7.8.1 Propiedad del gradiente

Teorema 7.3 (Ortogonalidad del gradiente a los conjuntos de nivel). Sea C' el conjunto
de nivel de un campo escalar f que incluye a un punto P. Si v es la velocidad al pasar
por P de una trayectoria que circule por C, entonces

Vf(P) -v=0.

Es decir, el vector gradiente de f en P es normal a C' en P, siempre que no sea nulo.

Prueba. Si se considera una trayectoria g(t) a lo largo del conjunto de nivel C' que pase
por P = g(t,), de modo que v = ¢’(¢,), entonces

(feg)(t) = flg(t)) = f(P),

que es constante para cualquier ¢, y al aplicar la regla de la cadena se tiene

(fog)(t) = V[(g(t)-g'(t) =0,

de modo que, cuando t = ¢, se tiene

Vf(P)-v=0.

144



7.8.2 Rectas normal y tangente a una linea en el plano

Segun el resultado anterior, la recta normal a una linea f(x,y) = 0 en un punto P =
(g, Yp), tiene ecuacién

P +tVf(P) = (z9,y0) +tV[(2g,yp)-

Ejemplo 7.17. Dado el campo escalar f(z,y) = 22 +y?> — 1, y el punto P = (0,1),
resulta que el conjunto de nivel que pasa por P, para el que f(z,y) = f(P) = 0 es la
circunferencia de radio 1 centrada en el origen. Asi pues, tomando como vector normal
el gradiente de f

Vi(z,y) = (2z,2y),

que en el punto P = (0,1) vale Vf(0,1) = (0,2), la recta normal a la circunferencia en
P es

P +tVf(P) = (0,1) +t(0,2) = (0,1 + 2¢),

que se trata de la recta vertical x = 0, que coincide con el eje Y.

Y la recta tangente a la circunferencia en P es

((z,y) = P)-Vf(P) = ((z,y) = (0,1))-(0,2) = (z,y =1)-(0,2) =2(y = 1) = 0=y = L.

7.8.3 Recta normal y plano tangente a una superficie

Del mismo modo, si en lugar de una linea en el plano se tiene una superficie f(x,y, z) = 0,
en el punto P = (x, Yy, 2o) la recta normal tiene ecuacién

P + tvf(-P) = (l‘o’y(]a ZO) + tvf(%,y()a ZO)‘

Ejemplo 7.18. Dado el campo escalar f(z,y,2) = 22 +y? — z, y el punto P = (1,1,2),
resulta que el conjunto de nivel que pasa por P, para el que f(z,y) = f(P) =0, es el
paraboloide z = 22 + y2. Asi pues, tomando como vector normal el gradiente de f, que
vale

Vf($, Y, Z) = (2[]3’ 2y, _1)7

que en el punto P = (1,1,2) vale Vf(1,1,2) = (2,2, —1), la recta normal al paraboloide
en P es
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P+tVf(P) = (1,1,2) +tVF(1,1,2) = (1,1,2) + £(2,2,—1) = (1 +2¢, 1+ 2t,2 — t),

que se trata de la recta de ecuaciones x =y y =5 — 2z.

Y el plano tangente al paraboloide en P es

((#,9,2) = P)-Vf(P) = ((z,9,2) = (1,1,2)) - (2,2, 1) = (x = L,y = 1,2-2) - (2,2, 1) =
=2(z—1)+2y—1)—(2—2)=22+2y—2—2=0.

Ejemplo 7.19. La grifica del paraboloide f(z,y,2z) = 2% +y*> — 2z = 0 y su plano
tangente en el punto P = (1,1,2) es

Figura 7.12: Gréfica del plano tangente a un paraboloide

7.9 Derivadas parciales de segundo orden

Las derivadas parciales de una funcién son, a su vez, funciones de varias variables que
muchas veces pueden volverse a derivar parcialmente con respecto a alguna de sus varia-
bles.
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Definicién 7.11 (Derivadas parciales de segundo orden). Si una funcién f(zq,...,z,)
tiene derivada parcial

fa/ci<x17 ,.%'n)
con respecto a la variable x; en un conjunto A, entonces podemos derivar de nuevo
parcialmente f;i con respecto a la variable ;. Esta segunda derivada, cuando existe, se
llama derivada parcial de segundo orden de f con respecto a las variables z; y z;, y se
nota

Jz;0x; - oz

82 f o (of
(6r.)

De forma anéloga se definen las derivadas de orden superior.

Ejemplo 7.20. La funcién de dos variables

fz,y) =¥

tiene cuatro derivadas parciales de segundo orden, que son:

gi‘];(a:,y) = (,fx (gi(a?,y)) = 8833 (yav=') = yly — )av 2,
S =g () = 2 twoga) = avtiogar,

7.10 Matriz hessiana

Definicién 7.12 (Matriz hessiana). Dada una funcién de varias variables f(zq,...,x,),
para la que existen todas sus derivadas parciales de segundo orden en un punto a =
(aj,...,a,), se define la matriz hessiana de f en a, y se nota V2f(a), como la matriz

cuadrada cuyos elementos son

0% f o f 0% f
Tx%m) 0x,0xq oo O0x,0z,, (a)
0% f o f 0% f
Vif(a) = | 0x,0z, (a) Tx%(a) " Ow,dz, (a)
0 f 0% f o0 f
0x,0x, “ 0x,,0xqy @ 87:107%@)
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Al determinante de esta matriz se le llama hessiano de f en a, y se nota H f(a) =

V2 f(a)l.

Ejemplo 7.21. Consideremos de nuevo la funcién de dos variables f(z,y) = z¥. Su
matriz hessiana es

0*f  0%*f
2 _ 822 Ozdy | _ yly—1z¥==  a¥ ylogz +1)
Vw1 gy oy ‘(x“(ylogﬁu w(logz)? )
Oyox  Oy?

En el punto (1,2) la matriz vale

_( 202-11*% 127 (2logl+1)
V2f(1,2) = ( 1271(2 logl+1) 12(10g 1)2 )

Il
N
— N
O =
~

Y el hessiano en dicho punto vale

Hf(1,2):’f 3‘22-0—1.1:—1.

7.10.1 lgualdad de las derivadas cruzadas

. . . . 2
En el ejemplo anterior se aprecia que las derivadas cruzadas de segundo orden aayg; y
9% f

3.0, coinciden. Ello es debido al siguiente teorema:
Y

Teorema 7.4 (Igualdad de las derivadas cruzadas). Si f(z,y) es una funcion tal que sus

derivadas parciales 2L, 21 o°f 0 f existen y son continuas en un conjunto abierto
p oz’ Oy’ Oyox Yy oxdy Yy ]

A, entonces

0*f B 0% f
oydx  Oxdy’

Una consecuencia del teorema es que, al calcular una derivada parcial de segundo orden
que cumpla lo anterior, jel orden en que se realicen las derivadas parciales no importa!

Si el teorema se cumple para todas las derivadas parciales de segundo orden, entonces
la matriz hessiana es simétrica.
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7.11 Foérmula de Taylor

7.11.1 Aproximacion lineal de un campo escalar

Ya se vio cémo aproximar funciones de una variable mediante polinomios de Taylor. Esto
también se puede generalizar a la aproximacién de campos escalares mediante polinomios
de varias variables.

Si P es un punto del dominio de un campo escalar f y v un vector, la férmula de Taylor
de primer grado de f alrededor del punto P es

f(P+v)=f(P)+Vf(P) v+Rjp(v),

donde

Pl o(v) = f(P) + Vf(P) - v

es el polinomio de Taylor de primer grado de f en el punto P, y R},P(v) es el resto de
Taylor para el vector v, y mide el error cometido en la aproximacion.
Se cumple que

R},P(")

lim ——~ =0
V=0 |v]

Obsérvese que el polinomio de Taylor de primer grado coincide con el plano tangente a
fen P.

Si f es un campo escalar de dos variables f(z,y) y P = (x,¥,), teniendo en cuenta que
para un punto cualquiera @ = (z,y), el vector v = PQ = (x — x4,y — yy), €l polinomio
de Taylor de f en el punto P, puede expresarse

Pj p(x,y) = f(0,90) + V20, 90) - (x — 20,y — o) =

of of
= f(20,¥0) + %(%a?/o)(ﬂ” —zg) + @($07yo)(y — Yo)-
Ejemplo 7.22. Dado el campo escalar f(x,y) = log(zy), su gradiente es

Vi) = (50)

Y
Ty

y el polinomio de Taylor de primer grado en el punto P = (1,1) es
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=logl+ (L) -(z—lLy—1)=z—14+y—1=z+y—2.

Este polinomio, permite aproximar el valor de f cerca del punto P.

Por ejemplo
f(1.01,1.01) ~ PJ}7P(1.01, 1.01) = 1.01 + 1.01 — 2 = 0.02.

7.11.2 Aproximacion cuadratica de un campo escalar

Si P es un punto del dominio de un campo escalar f y v un vector, la formula de Taylor
de segundo grado de f alrededor del punto P es

f(P4+v)=f(P)+Vf(P) v+ %sz(P)v . v+R12c’P(v),

donde

PJ%,P(V) = f(P)+ Vf(P) v+ %VQf(P)V v

es el polinomio de Taylor de segundo grado de f en el punto P,y RJ%’P<V) es el resto de
Taylor para el vector v.

Se cumple que

R?’,P(") _

v[=0  |v|?

lo que indica que el resto es mucho més pequenio que el cuadrado del médulo de v.

Si f es un campo escalar de dos variables f(z,y) y P = (x,¥y), €l polinomio de Taylor
de f en el punto P, puede expresarse

P?,p@ay) = f(wg,y0) + V(0,90) - (¥ — 20,y — Yo)+

1

‘1‘5(5” — 20,y — Yo) V2 f(xg, yo) (& — 20,y — yo) =

= f(%0:Yo) + gi(xmyo)(x —x9) + gz@myo)(y —Yo)+

1 /0?2 0? 0?
5 ( 5o (o) — 20?4 230 L ) = ) o) + - ) )7
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Ejemplo 7.23. Dado el campo escalar f(x,y) = log(zy), su gradiente es

Viz,y) = (i;)

y su matriz hessiana es

Hf(z,y) = ( 96} i )

y el polinomio de Taylor de segundo grado en el punto P = (1,1) es

P} ply) = FL) + VAL (o= Ly = 1)+ (e — Ly = DV2(L1) - (e — Ly —1) =

zlogl—I—(l,l)-(m—l,y—l)—i—;(m—l,y—l)(_01 _01 ) ( r—1 ) _

y—1
—2?2—y? 422+ 2y—2 —2?—y?+dx+4y—
e l4y—1+ Tt =y +2x+ 2y _ Ty tArtdy 6.
2 2
Asi,
—1.012 —1.012 +4-1.01 +4-1.01 — 6
f(1.01,1.01) ~ P} p(1.01,1.01) = 5 = 0.0199.

7.12 Extremos

Definicién 7.13 (Méximo y minimo relativos). Dado un campo escalar f de R™, se dice
que un punto P es un mdzimo relativo de f si existe un valor € > 0 tal que

J(P) > f(X) VX,|PX]| <.

Del mismo modo se dice que un punto P es un minimo relativo de f si existe un valor
e > 0 tal que

f(P) < f(X) VX,|PX]| <e.

A los méximos y minimos de f se les conoce como extremos relativos de f.
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7.12.1 Anulacién del gradiente en los extremos

Si P es un extremo de un campo escalar f de R", entonces P es un punto critico de f,
es decir,

Vf(P)=0.
Tomando la trayectoria que pasa por P con la direccién y sentido del gradiente,
g(t) = P+ tVf(P),

la funcién h = (f o g)(t) nunca decrece ya que

W(t)=(fog)(t)=Vf(gt) g'(t) = VI(P) - VI(P)=|VF(P)] =0.

y sblo se anula si Vf(P) = 0.

Asi pues, si Vf(P) # 0, entonces P no puede ser un maximo ya que siguiendo la
trayectoria de g desde P se encontrarian puntos en los que la imagen de f es mayor
que en P. Del mismo modo, siguiendo la trayectoria opuesta a g se encontrarian puntos
en los que la imagen de f es menor que la imagen en P, por lo que tampoco puede ser
un minimo.

Ejemplo 7.24. Para el campo escalar f(x,y) = 2% + y?, resulta evidente que sélo tiene
un minimo en el origen (0,0) ya que

f(0,0)=0< f(z,y) = 2>+ 9, Vz,y €R.

En este punto se cumple, V f(0,0) = 0.
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Figura 7.13: Gréfica del minimo relativo de un paraboloide

7.12.2 Puntos de silla

No todos los puntos criticos son extremos. Si se considera, por ejemplo, el campo escalar
flz,y) = 2% — 12, su gradiente es

Vf(ﬂ?, y) = (2:57 —2y),

que s6lo se anula en el punto (0,0). Sin embargo, este punto no es un méximo relativo
ya que los puntos (z,0) del eje X tienen imagenes f(z,0) = 22 > 0 = £(0,0), y tampoco
es un minimo relativo ya que los puntos (0, y) del eje Y tienen imagenes f(0,y) = —y? <
0 = f(0,0). Este tipo de puntos que anulan el gradiente pero que no son extremos, se
conocen como puntos de silla.
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Figura 7.14: Gréfica de un punto de silla

7.12.3 Determinacién de los extremos de un campo escalar

De la férmula de Taylor de segundo grado para un campo escalar f en un punto P se
deduce que

1
f(P+v)—f(P)=Vf(P) v+ §V2f(P)v V.
De manera que si P es un punto critico de f, como V f(P) = 0, se tiene que

F(P+v) ~ f(P) ~ J92f(P)v v.

Por tanto, el signo de f(P + v) — f(P) coincide con el signo del término cuadrético
V2f(P)v-v.
Se pueden dar cuatro posibilidades:

o Definido positivo: V2f(P)v-v > 0 Vv # 0.

o Definido negativo: V2f(P)v-v < 0 Vv # 0.

o Indefinido: V2f(P)v-v > 0 para algin v # 0 y V2f(P)u-u < 0 para algtin u # 0.
e Semidefinido: Cualquier otro caso distinto de los anteriores.

Asf pues, dependiendo del signo de V2 f(P)v - v, se tiene
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Teorema 7.5 (Criterio de la matriz hessiana). Dado un punto critico P de un campo
escalar f con matriz hessiana V2f(P), se cumple

e SiV2f(P) es definido positivo entonces f tiene un minimo relativo en P.
o Si V2f(P) es definido negativo entonces f tiene un maximo relativo en P.
e SiV2f(P) es indefinido entonces f tiene un punto de silla en P.

En el caso de que V2f(P) sea semidefinido, no se puede obtener ninguna conclusién y
hay que recurrir a derivadas parciales de orden superior.

En el caso particular de un campo escalar de dos variables se tiene

Teorema 7.6 (Criterio del hessiano para campos escalares de dos variables). Dado un
punto critico P = (x4,%y,) de un campo escalar f(z,y) con matriz hessiana V2 f(P) y
hessiano H f(P), se cumple

e SIHf(P)>0y %(azo,yo) > 0 entonces f tiene un minimo relativo en P.

e SiHf(P)>0y %(:ﬁo,yo) < 0 entonces f tiene un maximo relativo en P.
o Si Hf(P) <0 entonces f tiene un punto de silla en P.

x3

3
Ejemplo 7.25. Dado el campo escalar f(z,y) = 3 % — x + y, se tiene que su
gradiente vale

Vf(:v,y) = (l,Z _ 17_y2 + 1)>

que se anula en los puntos (1,1), (1,—1), (=1,1) y (—1,—1).

La matriz hessiana vale

V2 f(z,y) = ( 25; _gy )

y el hessiano vale

Asi pues, se tiene

o Punto (1,1): Hf(1,1) = —4 < 0 = Punto de silla.
1

(
e Punto (1,—1): Hf(1,—-1)=4>0y %(1,—1) = 2 > (0 = Minimo relativo.
e Punto (—1,1): Hf(~1,1) =4 >0y Z4(~1,1) = —2 < 0 = Méximo relativo.
e Punto (—1,—1): Hf(—1,—1) = —4 < 0 = Punto de silla.
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(1,-1,—4/3)

Figura 7.15: Grafica de los extremos relativos y los puntos de silla de una funcién
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